
CAPITULO

•

Mecánica estadística.
Generalidades

5.1 INTRODUCCIÓN

El objetivo de la mecánica estadística es analizar el comportamiento de un
gran conjunto de partículas o sistemas idénticos, en una forma estadística o proba
bilística, derivando los valores más probables de las propiedades del con/unto sin
inquirir en detalle los valores de estas propiedades para una partícula dada en un
momento determinado.

Este estudio se limitará a un conjunto de sistemas idénticos que se supondrán
independientes unos de otros, excepto que pueden actuar entre sí o con el medio
ambiente externo, sólo a través de procesos instantáneos que conservan la energía y
la cantidad de movimiento. Por ejemplo, estos sistemas podrían ser las partículas de
un gas monoatómico ideal de partículas libres que pueden interactuar unas con otras
o con el medio circundante, interviniendo en colisiones instantáneas, o bien podrían
representar sistemas de otros tipos. Los campos de fuerza externos (eléctrico, magné-
tico o gravitacional, etc.,) también pueden ejercer su influencia en estos sistemas. En
tales circunstancias, se puede tratar a cada sistema de un modo independiente de los
demás, y se. puede describir el comportamiento de cualquier sistema de acuerdo con
sus coordenadas en un espacio de fase sesquidimensional cuyas coordenadas son
(x, y, z, px,py,Pz). Se supone que estas coordenadas son independientes y ortogo-
nales, y la especificación completa del estado de movimiento de cualquier partícula
perteneciente al conjunto se expresa asignando valores a estas seis coordenadas espa-
ciales; entonces, su comportamiento subsecuente se puede describir, en principio,
basándose en estos conocimientos.

El postulado básico de la mecánica estadística es que la probabilidad a priori
de que un sistema esté en cualquier estado cuántico dado, es la misma para todos
los estados cuánticos del sistema. Esto significa, por ejemplo, que la probabilidad u
priori de que una partícula libre se encuentre dentro de una región (Ax, Ay, Az)
alrededor de (x,y,z) es la misma para todos los valores de x, y, z, y la probabi-
lidad de que su cantidad de movimiento esté comprendida dentro de una región
(Apx, Apy, Apz) alrededor de (px,py,pz) es idéntica para todos los valores cío
(Px'PyíPz)- Se debe subrayar el hecho de que este postulado se refiere sólo a las
probabilidades a priori, es decir, a las probabilidades que prevalecen en ausencia do
cualquier restricción dinámica. Las probabilidades a priori en cualquier conjunto di1

sistemas se modifica casi siempre mediante restricciones externas impuestas al sis
tema, tales como requisitos de que el número total y la energía total de tocios los
sistemas que pertenecen al conjunto se mantengan constantes.
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Primero se halarán las partículas pertenecientes al conjunto, como si l u c í a n las
clásicas "bolas de billar," considerando que se pueden distinguir unas de otras y
suprimiendo que un número cualquiera de ellas puede encontrarse en un solo estado
cuántico. Después de esto se investigará el efecto que tiene el principio de exclusión
ile Pauli y cuál es el efecto de la imposibilidad de identificación de las partículas
elementales que se están estudiando. Se recurrirá con mucha frecuencia a los resul-
tados del capítulo anterior e, incluso, en el caso del planteamiento estadístico de las
partículas clásicas, se utilizará el marco cuántico de los niveles energéticos y los
estados cuánticos, aunque no sea absolutamente necesario hacerlo, con el fin de
conservar la misma consistencia y uniformidad.

5.2 LA FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN Y LA DENSIDAD
DE LOS ESTADOS

Para calcular las propiedades promedio de un conjunto de partículas, por lo
general se necesita conocer la forma en que dichas partículas están distribuidas, en
promedio, en lo que respecta a la energía. Si el número promedio de partículas del
sistema que ocupa un solo estado cuántico de energía e se designa como /(e) y si se
hace que g(e)de sea el número de estados cuánticos del sistema, cuya energía está
dentro de un rango de alrededor de e, entonces, el número de partículas del sistema
cuya energía está dentro del rango de alrededor de e está dado por N(e)de, en
donde

.
JV(8) de =f(e)g(e) de. (5.2-1)

La cantidad /(e), como se definió antes, se denomina función de distribución
del sistema, y depende de las probabilidades relacionadas con la distribución de las
partículas del sistema entre los estados cuánticos disponibles. La cantidad g(e), que
depende sólo de la forma en que los estados cuánticos mismos están situados en lo
que respecta a la energía, se llama densidad de los estados.

Si se conocen estas dos cantidades, el valor promedio de cualquier cantidad a
que se puede expresar como una función de la energía total e, se puede evaluar
como , - •
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(e)N(¿) de

N(s) de

- | a(e)f(e)g(e) de, (5.2-2)

la integral de N(e)de tomada sobre todos los valores posibles de e da simplemente
/V, que es el número total de partículas del sistema. Si la cantidad a es una función
de las coordenadas del sistema q¿( — x,y,z, para z = l , 2 , 3 , respectivamente) y las
ean lkhu les do movimiento /-»,-( - f)x, py, p¿, en hi misma forma) que no se puede exprc-
sai como u n a función exclus iva de la enei)',ía total f, entonces í7 se puede exp icsa i como

/ i / IIIIH-KHI </r distribución y la densidad ti»' /<>.v csludus I4'>

una (unc ión de las coordenadas y las cantidades de movimiento, como la suma de las
energías cinética y potencial, .

(5.2-3)

y el valor promedio de a evaluado como una integral sobre las coordenadas del
espacio de fase como

(5.2-4)

En este caso, f(p¡, q¡) representa la función de distribución /(e) en donde e se
expresa en función de p¡ y q¡ por medio de (5.2-3), y las cantidades dp y dq
representan los elementos de volumen en el espacio de cantidades de movimiento y
en el espacio de coordenadas expresadas en cualquier forma (cartesianas, cilindricas,
esféricas, etc.) que pueda ser conveniente para la integración. La ecuación (5.2-4) no
contiene ningún factor de densidad de estados g(p{, q¡) debido a que, como se verá
en breve, en sistemas del tipo que se. está estudiando, la densidad de los estados
cuánticos en el espacio de fase es constante y se cancelan en el numerador y el
denominador de (5.2-4). Las expresiones (5.2-2) o (5.2-4) se mencionarán con fre-
cuencia cuando se calculen los promedios.

Puesto que el factor de densidad de estados g(e), según se define en relación
con (5.2-1), depende sólo de la distribución de los estados cuánticos del sistema en
cuanto a la energía, debe existir la posibilidad de calcular g(e) a partir de la solu-
ción de la ecuación de Schrodinger. Esto se puede hacer en relación con las partícu-
las libres tal y como se definieron en la sección 5.1, suponiendo que el sistema está
confinado en el interior de un recipiente rígido cuyas dimensiones son X0,y0,z0 en
las direcciones x-, y- y z-, respectivamente. En efecto, este recipiente es un pozo de
potencial infinitamente profundo para las partículas que se encuentran en su interior,
siendo el potencial igual a cero para cada partícula que se encuentra dentro del
recipiente, a condición de que las interacciones de las partículas estén restringidas a
colisiones instantáneas. En este caso, dentro del recipiente, la ecuación de Schro-
dinger se puede escribir de acuerdo con (4.8-5) como sigue

en donde

k2 = 2mslh2.

(5.2-5)

(5.2-6)

De acuerdo con los resultados dados en las secciones 4.10 y 4.11, se puede
llegar a la conclusión de que ty = O, fuera del recipiente. De acuerdo con (4.9-3), se
puede esperar que una solución válida para (5.2-5) sería una onda plana de la forma

i¡/(x,y,z) = AékxXeíkyyeik*z = = Aeí(k'ty. (5.2-7)

Se puede verificar con facilidad que, en efecto, esta solución satisface lo esta-
blecido cu (5Y.V5). En realidad, la ecuación (5.2-7) se puede obtener como una
solución dr ( ' > .VS) mediante la técnica de separación de variables que se usó con el



alomo ilc hidrógeno, suponiendo inicialmentc una .solución de producl» de l.i l o i m a
\¡i X(x) Y(j')'/(z). Sin embargo, para que (5.2-7) sea una solución de ( V . ' . S ) , las
cantidades kx,ky y kz de (5.2-7) se deben relacionar en tal forma que

+ k2 + k2z - k2 = const. (5.2-8)

y, en este caso, se puede considerar que estas cantidades se comportan como las
componentes de un vector k que se conoce como vector de propagación. Si se
estudia el carácter físico de la función de onda dependiente del tiempo que se
relaciona con (5.2-7) por medio de (4.8-7),

(5.2-9)
(co = £¡h),

debe ser evidente que la dirección de k es la misma que aquella en la que avanza el
frente de la onda. La explicación física real de esto quedará asignada como tarea
para el lector. Utilizando los métodos desarrollados en el último capítulo, se puede
demostrar que el valor esperado de la cantidad de movimiento vectorial p está dado
por

(5.2-10)

y que p (y. por tanto, k) es una constante del movimiento.
Para las condiciones de frontera, se requerirá que la función de onda en cual-

quiera de las caras del recipiente sea igual a la de la cara opuesta. Estas condiciones
de frontera periódicas o cíclicas se vieron con anterioridad en relación con las vibra-
ciones de red (sección 3.3). En una geometría unidimensional, estas condiciones de
frontera representan un sistema que equivale topológicamente a un anillo. En tres
dimensiones, las condiciones periódicas de frontera dividen todo el espacio en regio-
nes exactamente similares cuyas dimensiones son (x0,y0,z0), siendo la función de
onda la misma en cada una de ellas, y cualquiera de estas regiones se puede usar
para representar el interior del pozo de potencial correspondiente al recipiente. Pro-
cediendo de esta manera y suponiendo que los bordes del recipiente se extienden a
lo largo del eje x desde O hasta x0, a lo largo de la dirección y, de O a y0 y en la
dirección z, de O a z0, las condiciones de frontera se convierten en

(¡/(x,0,z) = ip(x,y0, (5.2-11)

,y,0) = >p(x,y,z0),

lo cual requiere que en (5.2-7) se tome
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i/o («, = 0,±1,±2, (5.2-12)
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i¡/(x,y,z) = Ae (5.2-13)

De acuerdo con (5.2-2) y (5.2-6), esto significa que sólo es permisible un
discreto de valores de energía dados por

2n2ft2
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De acuerdo con (5.2-10), los valores permisibles de (kx,kv,kz) se pueden expresar
como los valores permisibles de (px,py,pz) en la forma

Px = hnx/x0

Py = hny¡y0

Pz = hnjz0.

(5.2-15)

Si se granearan todos los valores permisibles de la cantidad de movimiento,
haciéndolos corresponder a todos los valores enteros posibles de (nx,ny,nz) en
(5.2-15), como puntos en un espacio ortogonal de cantidad de movimiento cuyas
coordenadas son (px,pv,Pz)> se obtendría una red ortogonal simple de los puntos,
<|ue representan los valores permisibles de la cantidad de movimiento, en donde las
dimensiones de la célula unitaria (h/x0,h/y0,h/zQ) corresponden a los cambios unita-
rios en (nx,ny,nz) en (5.2-15). El volumen del espacio de cantidad de movimiento
correspondiente a un solo estado cuántico del sistema es, simplemente, el volumen
de la celda unitaria

" * • ' • • - • ' • • - f c 3 ' (•„.••

:/i3/F, (5.2-16)

en donde V es el volumen físico del recipiente. De acuerdo con esto (y con la
gráfica de los puntos que representan las cantidades de movimiento permisibles), se
observa que la densidad con la que están distribuidos los estados cuánticos permisi-
bles en el espacio de cantidad de movimiento, es uniforme sobre todo el espacio,
| lo cual se mencionó anteriormente en relación con las ecuaciones (5.2-4)]. En
(5.2-16), no se tomó en cuenta el espín; para partículas con espín de 1/2, como los
electrones, existen dos estados permisibles de cantidad de movimiento por cada pun-
to reticular dentro del espacio de cantidad de movimiento correspondientes a las dos
orientaciones posibles de espín de la partícula. Si se toma esto en cuenta, (5.2-16)
debe escribirse en la forma

. .-.: :...«•>*.> ,' , ' . ' • .

'»''*''• Fp = i/i3/K -V : ^ ' • (5.2-17)

Para valores grandes de xQ,y0 y z0, tales como los que se relacionan con un
recipiente de dimensiones macroscópicas, el volumen Vp de (5.2-17) se hace muy
pequeño y los estados de cantidad de movimiento (5.2-15) y los estados de energía
(5.2-14) se concentran excesivamente en comparación con los intervalos de energía y
cantidad de movimiento que se pueden apreciar macroscópicamente. Entonces, para
un sistema de dimensiones razonables, estará justificado el considerar que los valores
permisibles de energía y cantidad de movimiento están distribuidos en una forma
snhsiancialmciile continua dentro del espacio de cantidad de movimiento.
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</V/V' / ' - ) - Alando lodos estos puntos a una energía constante c. Do amonio con
(.V2-(>), (5.2-8) y (5.2-10), Ja ecuación de esta superficie debe ser la de una esfera
de radio ¡> = ̂ /2me, o bien, ,

P - Pl + Py + P¡ - 2me. (5.2-18)

Esta superficie aparece ilustrada en la figura 5.1. En esta misma figura se
muestra una esfera similar cuya superficie representa todos los puntos de energía e + de.
I ,a capa esférica entre estas dos esferas representa la región del espacio de cantidad de
movimiento correspondiente a las energías comprendidas en el rango de e a e + de. El
volumen del espacio de cantidad de movimiento contenido dentro de. esta capa es

dVp = 4np2 dp.

Sin embargo, de acuerdo con (5.2-18),

p dp = m de,

por lo cual,

dVp - 4np • m de = 4nm^/2me de.

(5.2-19)

(5.2-20)

(5.2-21)

El número de estados cuánticos que se pueden encontrar en este volumen del
espacio de cantidad de movimiento se determina dividiendo este resultado entre el
volumen de tal espacio, relacionado con un solo estado cuántico dado por (5.2-17).
Por definición, el resultado

g(e) de = m3/2 'e de, (5.2-22)

es el factor de densidad de estados que se menciona en (5.2-1). Por supuesto, este
resultado se refiere sólo a las partículas libres sujetas exclusivamente a interacciones
(ales como choques instantáneos. Para otros sistemas, sobre todo aquellos en los que
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Figura 5.1. Superficies esféricas correspondientes a energías cqasta«|es ejf e-J-efe grafiaidas en.
el espacio de cantidad de movimiento (px,pv,pz) (Mi «ma píartióüla.
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si- producen í n l c i . u v i o i i o s mullías de largo alcance entre part ículas , oí Tactor do
densidad de esüulos sería mucho más complejo. Así también, el resultado (5.2-22)
pertenece estrictamente hablando sólo a un recipiente de la forma de un sólido
rectangular. No obstante, puesto que sólo en el resultado final aparece el volumen
del recipiente, por simple intuición se deduce que se obtendría la misma densidad de
estados para un recipiente de volumen semejante, independientemente de su forma.
Se puede demostrar que esto es verdad.

5.3 LA DISTRIBUCIÓN MAXWELL-BOLTZMANN
-

. ;

Si no existen restricciones respecto a los valores de energía y cantidad de
movimiento que una partícula del sistema pueda poseer, la probabilidad asociada con
todos los estados cuánticos es la misma y el promedio del número de partículas por
estado cuántico será independiente de la energía. Esto significa que la función de
distribución /(e) será constante. Esta simple situación no es muy importante desde el
punto de vista físico, ya que un sistema que está térmicamente aislado del medio
que lo rodea debe obedecer !a restricción de que la suma de las energías de todas
las partículas del sistema debe ser constante, y éste es precisamente el tipo de
sistema que se estudiará aquí. En este ,caso que es más apegado a la realidad se
reduce la proporción de partículas que ocupan estados de energía sumamente altos,
y la función de distribución ya no es constante con respecto a la energía.

Para determinar cuál es la función de distribución en estas condiciones, será
necesario proceder en primer lugar de acuerdo con los lineamientos clásicos, imagi-
nando que las partículas del sistema son objetos identificables tales como las bolas
de bular numeradas. Todo esto se hará dentro del marco de los estados cuánticos y
los niveles de energía, aunque, haciendo caso omiso del principio de exclusión de
Pauli, se permitirá que un número de partículas ocupe un estado cuántico dado del
sistema. Se supondrá que se trata de un sistema aislado de W partículas distinguibles,
con una energía total constante U que se puede distribuir entre n niveles de energía
ci •> £2, £2, ' • ' €¡, • ' • en. Desde el punto de vista estadístico, el conjunto tendrá la
distribución de energía que corresponde a una distribución aleatoria de partículas
entre los niveles, y en donde el número de cada nivel está dado por
NI , N2, N3, • • • N¡, • • ' Nn. De todas las distribuciones fortuitas de N partículas
entre n niveles energéticos, algunas ocurrirán con una probabilidad relativamente alta
desde un punto de vista puramente estadístico, y otras serán muy poco probables,
lista situación es análoga al hecho de lanzar simultáneamente dos monedas en las
que la distribución (1 águila, 1 sol) es más probable que la distribución (2 águila, O
sol) o bien, (O águila, 2 sol). La distribución que tiene la máxima probabilidad de
ocurrir es la distribución de partículas entre niveles que se pueden producir dentro
de un número máximo de formas estadísticamente independientes. En consecuencia,
se supondrá que el estado de equilibrio del sistema corresponde íntimamente a esta
distribución estadística de partículas entre niveles que tienen la máxima probabilidad
en las condiciones del problema.

El cálculo del número de maneras en que las partículas identificables se pue-
den distribuir entre los niveles energéticos de un sistema, equivale a la determinación
del número de formas en que una cantidad de objetos numerados se puede distribuir
entre un conjunto de recipientes también numerados. Así pues, es necesario estudiar
el problema de determinar la cantidad de formas para distribuir N objetos identifi-
cables entre n recipientes, de tal manera que haya Nr en el primero, N? en el
segundo, • • • ,N¡ en el /ésimo, etc. Este número será proporcional a la probabilidad
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ron l:i <| i ic pueda ocurrir una distribución en donde Nt,N2,- • • , N,, objetos se
encuentran dentro de los recipientes 1, 2, 3, • • • ,n.

lín primer lugar, se supondrá que se cuenta sólo con dos recipientes en los que
se pueden colocar los objetos, como se ilustra en la figura 5.2. En general, se tendrán
TVi objetos dentro del recipiente 1 y N2 en el recipiente 2, con

Í + N2 = N = const. (5.3-1)

Sea Q(Ni,N-2) el número de formas estadísticamente independientes de llegar a
la distribución (N},N2) de objetos en los recipientes (1,2). Ahora, Q(Q,N2) es
evidentemente igual a 1, porque la única forma de lograr esta distribución es poner
todos los N objetos dentro de la segunda caja, como se indica en la figura. De igual
manera, Q(l,N2)=N, ya que para alcanzar esta distribución se puede poner el
objeto 1 dentro del primer recipiente y el resto en el segundo, el objeto 2 dentro
del primer recipiente y el resto en el segundo, y así sucesivamente hasta N objetos.
Existen TV formas de seleccionar un objeto para colocarlo dentro del primer reci-
piente y, por tanto, TV maneras de llegar a la distribución deseada. Si se tienen dos
objetos dentro de la primera caja, entonces Q(2,N2) =N(N— l)/2! . Este resultado
se obtiene debido a que hay N formas de escoger el primer objeto que va al primer
recipiente; pero sólo TV— 1 maneras de escoger el segundo de los objetos restantes.
Así también, las dos distribuciones en las que el objeto numerado a se escogió como
el primero y el objeto numerado )3 como el segundo para colocarlo dentro del
primer recipiente, y en donde j3 se escogió como el primero y a como el segundo,
son en realidad idénticos, y los mismos dos objetos acaban por colocarse dentro de
la primera caja; por tanto, el factor N(N — 1) se debe dividir entre dos. Para el caso
en que se tienen tres objetos dentro de la primera caja, existen N formas de escoger
el primero, N — 1 formas de escoger el segundo yN—2 maneras de escoger el
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« ; • ' • • f y
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N formas de escoger a
/v-1 formas de escoger (3
N-2 formas de escoger 7
(pero las 3! distribuciones
ilustradas son la misma)

m i l N p;irtí(uil;is id rn l i f iu ib los en t r e dos ! < • , i | > n ni,••.

l muro, en l an ío < | i u - li:iy 3! formas de permutar entre sí los objetos enumerados
tt,j3, y 7 como si se les hubiera seleccionado en primero, segundo y tercer lugares,
p o r ' l o que Q(3, N2) = N(N - 2)/3! . Por supuesto, se puede confirmar con este
procedimiento, entonces, recordando (5.3-1), se puede establecer que

N(N - 2) ••• (N - Nl IV! N\l\N2\)

Supóngase ahora que el segundo recipiente se divide en dos subcompartimien-
tos que contienen ví y v2 objetos en donde, por supuesto,

Vi + V2 = J V 2 = = j V _ N l , (5.3-3)

como se ilustra .en 'la figura 5.3. El número de formas independientes que logra la
distribución (vítv'nÍ_ entre los subcompartimientos de la segunda caja es, de acuerdo

con (5.3-3), ;,.' V. , . : ) , . . ., . . . , .< ,;,

-, . • : L ' : ' - r i Í ' . ' . , ' • " Ofv,.v^ = 4^,. V:" - I-.T'.,- (5.3-4)

Sin embargo, ahora se podría considerar que el sistema tiene tres recipientes
distintos y que el número total de maneras de acomodar los objetos, requerido para
que haya Nl en el primer recipiente, v t en el segundo y v2 en el tercero [que se
denominará Q(Ni,Vi,v2)], será sencillamente el producto de Q(NÍ,N2} y Q(vi,v2\a que para cada arreglo (NÍ}N2), habrá Q(vi,v2) maneras de acomodar las par-

/v,
1
1

l/l I 1/2
1
1

Compartimiento :

Figura 5.3. Subdivisión del segundo recipiente en dos subcompartimientos; de hecho, se puede
considerar que el sistema así obtenido se ha dividido en tres recipientes diferentes.

lículas entre los subcompartimientos y existen Q(Nl,N-1) maneras básicas de llegar a
una distribución (N1}N2) para los dos recipientes originales. De donde, se encontrará
que

Q(N1,v1,v2) =
N\)

A continuación, el trabajo se limita a marcar de nuevo los tres recipientes
como las cajas 1, 2 y 3, y denominar a los objetos dentro de cada una Nl} N2 y
/V, en lugar de Nl,vl y v2 , en cuyo caso (5.3--S) se puede expresar como sigue

O(Ni
^ ''

N '
(5.3-6)
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l l i i ; i viv, mas, se puede imagina r que oí /r/vcr eompai l m i u - n l < > • • < • s t ihdiv idc
romo antes y, utilizando u 1 inisino procedimiento se obtiene una expresión para oí
número de acomodos requeridos a fin de distribuir Ai objetos entre cua t ro cajas en
un forma tal que se obtenga una distribución (N1,N2,N3,N4). Mediante la aplica-
ción repetida de este procedimiento el resultado se puede extender indefinidamente
por inducción hasta abarcar el caso en que se tengan n cajas. De acuerdo con
(5.3-3) y (5.3-6), es evidente que se encontrará

Q(NÍ,N2,N3, •••#„) =
N\

N1\N2\N3\ Nn\)

en donde el símbolo J~[ indica un producto ampliado, en la misma forma en que el
bien conocido £ expresa una suma.

La probabilidad real relacionada con una distribución dada de N objetos entre
n cajas, es el número de diferentes maneras de acomodar objetos en Q(Nt, • • • Nn)
cajas, requerido para obtener esta distribución particular, dividido entre el número
total de maneras de acomodar N objetos en n cajas sin tener en cuenta la distribu-
ción resultante de objetos entre las cajas. Como se puede demostrar con facilidad,
este último factor es nN. La probabilidad relacionada con una distribución dada es,
entonces, Q(N\,' • -Nn)/nN. Sin embargo, se encontrará que es más conveniente
manejar sólo las cantidades Q(N\, • • • Nn}, que son proporcionales a las probabili-
dades reales, ya que sólo se tiene el interés de determinar los valores de Nl, • • • Nn

que le dan un máximo a la probabñidad y, si Q(Ni ,••• Nn\s un máximo, tam-
bién lo es la probabilidad asociada.

Ahora se identificará el /ésimo recipiente con el /ésimo nivel energético del
sistema, y el número de objetos N¡ de dicho recipiente con la cantidad de partículas
pertenecientes a ese nivel. Sin embargo, se debe permitir un margen por si los
niveles energéticos degeneran y se supondrá que hay g¡ estados cuánticos indepen-
dientes asociados con el z'ésimo nivel energético, cada uno de los cuales tiene la
misma probabñidad a priori de estar ocupado, de acuerdo con el postulado funda-
mental de la sección 5.1. Entonces, cada nivel de energía se debe considerar no
como un solo recipiente, sino como un grupo de g¿ recipientes, según se ilustra en la
figura 5.4. Para un nivel energético dado, por ejemplo, el /ésimo que contiene N¡
partículas y g¡ estados cuánticos independientes, existen g 1̂' formas de acomodar las par-
tículas en los estados o recipientes pertenecientes a tal nivel, porque existen g¿ opciones
independientes respecto al lugar en que se puede colocar la primera partícula y para
cada una de éstas, hay g¿ selecciones del sitio donde se puede colocar la segunda, y

i; iE§a»f ~th '••£•-
¿I8i|r.toono o,:

*., • " • - Degeneración g¡ = 4

í^-.¿) -, ,--7--.
' • • ; . ' ü i"V

••*.••• Nivel
83ín8Í.{rj8T ,;vi.. Población /vf

• = 4 6 2

• 1 -•-!.-_,
"V

• •
iii

1 2 n
4 7 2

l ' ' i j>ur: i 5.4. l.a subdivisión do los niveles energéticos en diferentes estados cuánticos de acuerdo
con su degeneración. Dichos estados desempeñan el mismo papel que los n-cipieules
del desarrol lo Ogtftdiitiop, V cada uno tiene el mismo peso estadístico.

así sucesivamente has t a /V, la r lores . Cada uno de estos arreglos cons t i tuyo mía lumia
estadíst icamente, independiente de distribuir partículas entre los estados cuánticos
del sistema, ya que estos estados cuánticos son de igual probabilidad, y no así los
niveles energéticos. Si el primer nivel de energía e t , fuera el único nivel degenerado,
se tendrían g^1 maneras independientes de establecer una distribución específica de
partículas entre los niveles energéticos, como se indica en (5.3-7), ya que existen
muchas maneras de permutar las partículas entre los distintos estados degenerados
pertenecientes al primer nivel, y por cada uno de éstos queda todavía el mismo
número de maneras de asignar las partículas a los otros niveles del sistema, de tal
modo que se obtenga la distribución (Ni,N2,- • • Nn). Si además el segundo nivel
estuviera degenerado, se tendrían g%2 posibilidades por cada una que existió antes,
siendo ahora el número total de formas independientes en que se logra una distribu-
ción dada de las partículas entre los niveles, gr\g2'1 veces la que se establece en
(5.3-7). Es obvio que cuando se incluye la degeneración de todos los niveles, el
resultado (5.3-7) se deberá multiplicar por g^1g^2g^3 • • • g%n, lo cual da

Q(N1,N2,
Nl IL

i = l (5.3-8)

í = l

cuando se incluye la degeneración.
Ahora se supondrá que la distribución real (Ni, NI, • • • Nn) de partículas

entre los estados energéticos que se observa en equilibrio, es esencialmente la que se
suele obtener en el número máximo de formas estadísticamente independientes, en
otras palabras, la distribución para la que la cantidad Q de (5.3-8) es un máximo,
líntonces, Q debe maximizarse con respecto a los parámetros N1,N2,- • • Nn, te-
niendo en cuenta la? restricciones

t = N = const.

N —U = const.

(5.3-9)

(5.3-10)

Esta maximización se logra con mayor facilidad utilizando la técnica matemá-
tica denominada método de los multiplicadores de Lagrange y se hará un breve
paréntesis para describir este tema. Supóngase que se da una función f(xi,x2, • • • xn)
de n variables y hay que determinar los valores de xlt x2, • • • xn que maximizan
./; a condición de que alguna otra constante dada 0(xi, x2, • • • xn) permanezca
constante. Para un valor máximo (o mínimo) de /, df— O y si 0 permanece constante
d(j) — O, de tal manera que si / es un máximo o un mínimo en estas condiciones,
entonces

df+ ad(f> = 0 (5.3-11)

sea cual fuere el valor que el multiplicador arbitrario indeterminado a pueda tener.
No obstante, (5.3-11) se puede expresar como

I df d<f>
~- + oi^-

\(lx1 dx

df 8(f)\ ( df dd>
«~- )dx2 + • • • + — -+a-^dx2J \dxn dx

= Q. (5.3-12)



De ;icilci(lu con es I a ecuación, l;i condición (5 .3-11) se :,.ilr,l.i. r con lothi
SBguridfld si p;ir;i cada /

y como además se dio la información inicial de que

</>(*!,x2, ••• *,,) = const.

(5.3-13)

(5.3-14)

las ecuaciones (5.3-13) y (5.3-14), tomadas juntas, representan un grupo de n + 1
ecuaciones simultáneas que se pueden resolver para las n cantidades Xi,x2,- • • xn

que maximizan (o minimizan) a / y [para el multiplicador indeterminado] a que se
introdujo en (5.3-11).

Si existen dos funciones auxiliares <j)(xl,x2, - • • xn) y \l/(x1,x2, • • • xn) que
se deben mantener constantes mientras se maximiza la función /, entonces se intro-
ducen dos multiplicadores arbitrarios a y 0, y es necesario que

(5.3-15)

(5.3-16)

(5.3-17)

(5.3-18)

df + a d(j)

que lleva, en Ja misma forma, a un conjunto de n •+- 2 ecuaciones'

: _ . • dx¡ dx¡ dx¡

' 4>(x1,x2, ••• xn) = 4>0 = const.

\l/(xl,x2, ••• xn) = \}IQ = const.
*> r ;• ,.

paras las n + 2 incógnitas xí}x2, • • • xn, a y j3.
A continuación se procederá a aplicar este me'todo con el fin de encontrar la

distribución Nl,N2,- • • Nn para la que (5.3-8) es un máximo. Para facilitar las
operaciones matemáticas lo que en realidad se maximizará es In Q y no Q propia-
mente dicha; pero puesto que el logaritmo es una función monotónica de un solo
valor de todas las variables comprendidas, cuando In Q es un máximo, también lo es
Q. Si se toma el logaritmo de los dos lados de (5.3-8), se tiene que

;**'.<** U • « ., ?¿: . ' :

nfAi.-i i .Xi.:- . :;. lnQ(N1,N2,r-Nn) = lnNl+ ¿ N¡ In ̂  - ¿InJV,!. (5.3-19)
ttv:-?;;í:".X * - í = 1 ¿ = 1

'í.!''T'.t(-. . ' " > " ' •

,í Se supondrá que este sistema es tan grande que para cada nivel N¡1 se puede
aproximar, utilizando la aproximación de Stirling según la cual, para x > 1,

In x I ^ x In x — x.

Cuando se usa esta aproximación, (5.3-19) se convierte en

In Q = In NI g¡ - £ Nt In N¡ + £ Nt,

(5.3-20)

(5.3-21)

que se debe maximi/ur bajo las restricciones

De acuerdo con (5.3-16), esto requiere que

< . .•; ut»
(5.3-22)

• ;., , (5.3-23) í
^ - j i i . f

(5.3-24)

Al desarrollar las derivadas de (5.3-24), se observa que los únicos términos de
las sumas cuyas derivadas con respecto a N¡ no sean cero son aquellos para los cuales
/=/; por tanto, (5.3-24)se puede reducir a

In 9j - In Nj + a +.#2, = O (j = 1,2, - n). (5.3-25)

Resolviendo para In (Nj/gj) y desarrollando los exponenciales, esta expresión se
puede escribir en la forma

(5.3-26)

La ecuación (5.3-26) proporciona el número promedio de partículas por estado
cuántico del sistema y, por ende, representa por definición la función de distribución
de energía /(e). Esta función de distribución particular de energía, que se obtuvo
como (5.3-26) de acuerdo con la suposición clásica de partículas identificables y sin
utilizar el principio de exclusión de Pauli, se conoce como función de distribución
de Maxwell-Boltzmann.

Conviene explicar la forma en que las dos constantes a y |3 se relacionan con
las propiedades físicas del sistema. En primer lugar, a la constante |3 se le asignará el
valor

= -i/fcr, (5.3-27)

un donde T es la temperatura absoluta del sistema y A: es una constante denominada
constante de Boltzmann, y se considerará que esta ecuación junto con (5.3-26)
definen lo que se entiende por temperatura. A su debido tiempo se verá que esta
definición conduce a todas las bien conocidas características de temperatura que se
¡isocian con un gas ideal y, entonces se podrá ver claramente que, antes de definir la
Icuiperatura, ya se podían identificar las propiedades de un gas ideal a partir de
(5.3-26). Después se podría proceder a la identificación de 0 con el valor dado
.-iiriba, basándose en una comparación de los resultados así obtenidos y la ecuación
U-nnodinámica ya conocida del estado de un gas ideal (a partir de la cual se define
más comúnmente la temperatura). Se demostrará que el valor de k se puede rela-
cionar con la constante medida del gas ideal R y el número de Avogadro.
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Si se i i l ¡ l i / ; i el valor de ¡i dado cu (5.3-27), la expresión (.S..I V i ) ahora se
puedo escribir como

Nj = gjexe~EílkT. (5.3-28)

Luego, el valor de la constante a. se puede expresar de acuerdo con el número
total de partículas N ya que, de acuerdo con (5.3-9) y (5.3-28),

,{:J^--V^/
por l̂ fepfl .

;(v<:..»;;'" •• ,
. . .Júfr •>• '. I ' • • - . . • v >

(5.3-29)

N
(5.3-30)

^ aoni/mti) j ,.;i:', i-o! ;; ::.• v
!fÍU3 8O( fílC '•• -ÍJ!"'.¡{'-i- fio;-.

• i - ' - ' . / : :?í. ,:f

,-e//*r r H l

(5.3-31)

Si los niveles energéticos del sistema están muy próximos unos de otros, como
sucede con los niveles del gas de partículas libres que se vio en la sección anterior,
la cantidad g¡ de (5.3-28) se puede considerar como g(e)de y la cantidad N¡ de la
ecuación se considerará como TV(e)rfe, de acuerdo con lo expuesto en relación con la
ecuación (5.2-1). El número de partículas dentro de un rango energético de alrede-
dor de e dentro de este límite, estará dado, de acuerdo con (5.3-28), por

N(e) de = eae~ElkTg(R) de =f(e)g(e) de. (5.3-32)

Para un gas ideal de partículas libres, el factor de densidad de estados g(e) está
dado por (5.2-22). Obsérvese que la forma de (5.3-32) es la misma que la de
(5.2-1), siendo /(e) = eae-e/kT. Una vez más, como se vio en relación con (3.3-31).
se puede evaluar la constante a teniendo en cuenta la condición de que el número
total de partículas dentro del sistema será una constante TV, por lo cual

N=

ybÉfiiiTfjíí'.'b ';'.¡jj'tKii'.j' : . ; : : •
í ()S-L:;' i ;¡f;:)' ojh';. ';o: .• •
;Jv¿áflV'.!.if>'!:'?!.•>/'''J/t ' C fi; ,;: v :.>v¡-

y? yifj/ MUÍ'/ '--I.T.S! './'• ; . ' • • . • ; • • • • , .

ü! tifiíbb >L a1 r;^ M'r í-ii".-.! •,

N

(5.3-33)

(5.3-34)

g(e)e Je

on donde las integrales se toman sobre todas las energías disponibles para las par-
lículas del sistema.

Se debe observar que la cantidad Q de (5.3-8) está íntimamente relacionada
con la en l ropía (ermodinámica del sistema. Fin equilibrio, el estado del s is lenia es tal
< | i i e O, el numero de (orinas es ladís l ieanienle independientes de d i s t r i b u i r l.r p;M

V "

/,/; csladislica de Maxwcll-lioltzmann puní un K<I\

;;,r ,T; ,.,«,-,;

:'l ' ' '• '.

I U__ . .

5.5. Representación esquemática de la función de distribución de energía de Maxwell-
Boltzmann para tres temperaturas distintas.

ulas entre los estados cuánticos, es un máximo como lo es la entropía del sis-
na Por ahora no se entrará en detalles; pero se puede demostrar1 que la relación
siente entre estas dos cantidades es

S •-= k ln Q, (5.3-35)

donde S es la entropía.

.

LA ESTADÍSTICA DE MAXWELL-BOLTZMANN PARA
UN GAS IDEAL

.

A continuación se analizarán las propiedades de un gas ideal de partículas
es del tipo que se estudió en la sección 4.2. Para este sistema, el factor de
sidad de estado g(e) de está dado por (5.2-22), debido a lo cual, de acuerdo con
¡-34),

N
e" =

v
(5.4-1)

La integración se toma entre los límites cero e infinito, ya que la energía de
partículas es totalmente cinética y, por ende, positiva. La integral de (5.4-1) se
de expresar en una forma más sencilla mediante la substitución

x = e/kT, (5.4-2)

1 .1. I 1 M . I V C I v M. (íoppcrt-Maycr, Statistical Mechantes, John Wiley & Sons, Nueva York
! > K i ' : i | . U n í . . I
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por lo e i ia l , ( .S.4-1) se convierto en

N
3/2 fooímkT\2 j jo

(5.4-3)

La integral se puede expresar ahora como una función F-,2 ya que F(n) se
define como

i» = (5.4-4)

siendo entonces la integral de (5.4-3) igual a F(3/2), que, a su vez, es igual a y' rr/2.
Si se inserta este valor en (5.4-3), se tiene que

?—\ \2nmkTJ
3/2

(5.4-5)

q$ie permite escribir la función de la distribución de Maxwell-Boltzmann para un gas
íliiibtoBW ' . : - • - • '
i ¡OÍ,.'?'t-T- C' ' . ; ' • . • ' . •

/(e) = e*e-
3/2

2V \2nmk T (5.4-6)

Nótese que el valor de e" dado por (5.4-5), es dependiente de la temperatura.
También conviene destacar quue este valor de e" pertenece sólo a la función de
densidad de estados de partículas libres (5.2-22) y que para sistemas que tienen
otras funciones de densidad de estado relacionadas con ellas, el valor de ea será
diferente del que se da en (5.4-5). En la figura 5.5 se muestra una gráfica de la
distribución de Boltzmann (5.4-6) para varias temperaturas. De acuerdo con (5.4-6) y
(5.2-22), es obvio que la distribución real de la densidad de partículas con respecto
a la energía está dada por

2nN
(nkT) 3/2 V/ ee -c/kT de. (5.4-7)

La energía interna total y el calor específico del gas se puede obtener fácil-
mente a partir de estos resultados. Puesto que la energía de las partículas en el

go de alrededor de e es eN(e) de, la energía interna total del gas es

U= eN(e)de,
lo

(5.4-8)

o bien, utilizando (5.4-7),

2nN
(nkT)3'2

e3'2e~*/kT de. (5.4-9)

7 Vé;isi\i e jemplo, í. S. y M S. Sokolnikoff, ¡ft'xhcr Mathematica for KiiKiiircrs and
/'/;r.v/r/'v/.v. M r í í n i u ' l l í l l liool; ( 'o , Ine. , Nueva York (1041), |>;í j ' ; inns. 27V>'/f.,

I ti <'\l(nlí\liai de Maxwt'íl-Roltzmann pañi un xv/.v ideal \h.\ Esta i n l e j ' . i a l se puede evaluar en términos de las funciones F-, subs t i tuyendo

(5.4-2). Al desarrollar la integral de este modo, y observando que F(5/2) :
(.V.!)F(3/2)- 3^/71/4, se encuentra

U = $NkT, (5.4-10)

por lo cual, la energía interna promedio por partícula, U/N, es 3/2kT que es un
íesultado importante y muy conocido. La capacidad calorífica del gas a volumen
constante es la razón de aumento de la energía interna con respecto a la tempera-
tura, por lo cual, de acuerdo con (5.4-10),

(5.4-11)

independiente de la temperatura. El calor específico cv es simplemente la capacidad
calorífica por unidad de volumen.

El objetivo final es derivar la ecuación de estado para un gas de Boltzmann
itlcal a partir de las propiedades dinámicas de la partícula y la función de distribu-
ción. No obstante, antes de llegar a esto, es necesario convertir las distribuciones de
energía (5.4-6) y (5.4-7), en distribuciones de velocidad apropiadas e investigar breve-
mente cómo se pueden usar estas funciones de distribución de velocidad. En la
labia 5.1 se proporciona el valor de algunas integrales definidas que se utilizan muy
;i menudo cuando se trabaja con las distribuciones de velocidad de Boltzmann.

En un gas de partículas libres que no poseen ningún grado interno de libertad,
toda la energía se basa en la energía cinética de las partículas. Esto se puede
relacionar con la velocidad mediante la expresión

de donde

= $m(v2x + v¿ + vi)

de — mv dv,

(5.4-12)

(5-4.13)

y la distribución de energía (5.4-7), se puede escribir directamente como una distri-
bución de velocidad de la forma

N(v) dv = 4nN\
3/2

2nkT
(5.4-14)

Esta función expresa el número de partículas el sistema cuyas velocidades
quedan dentro de un rango dv alrededor de v, o el número de partículas que quedan
dentro de una capa esférica cuyo espesor es dv y el radio es v, dentro del espacio
de velocidad.

Suponga que ahora se desea conocer cuántas partículas del sistema tienen velo-
cidades tales que la componente x de la velocidad se encuentre dentro de un rango
ilvx alrededor vx, la componente y está en el rango dvy alrededor de vy y la
componente z está dentro de un rango derivada de vz alrededor de vz, o sea el
número <le partículas que quedan dentro de un elemento rectangular de volumen
(d\\dvvílv.) en el espacio de velocidad cen t rado alrededor del valor (i\,, r , , , r . ) , l ; ,sle
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TABLA 5.1.
Integrales Maxwell-Boltzmann*

f"<J'-M) J.
P 2

I'-"**

P -2

\ 1 l2irkT

2<V a 2*¡ m

i ¿r

77C

4

7TC2

•tó^
[x 2 .,2 . i /T V?r /i x2e "* rfx = — /- = - I
J o 4*V a 4 \" 3 «*w ! 1/2*7

I x3e~ltx dx = — = - -
Jo 2a2 2m

fm * .,*¿ 3 IñI x*e~ax dx = - — /- =
Jo 8aW«

/2£7V'2
8a2V a 8 \"m~/ ,,

^ -"'£15 U.'ti ?

32

37T3CS

256

64
" :-' í /*oo l e í

•W/' f ^-'dr» JL/Í
•J '^r' J 0 16aWa

. - • , . : . í x < - - v . - ..
f" , 3

IJÍIi UGV'.vM I jc7e~ax ÍÍX = —
.n¡. ;.r: Jo a*

í

6

!>EÍi3!ÍJi:f, ?.';. /•«

!»Í|?MJ| •.,?••' °.
105

i 256

2 1057T5C9

..>>

32 m / '

* La segunda columna de la tabla da el valor de la integral definida que aparece en la
primera columna. La tercera columna indica el valor de la integral definida cuando Oí se hace
igual a m/2kT, como casi siempre sucede cuando se trabaja con distribuciones de velocidad de
Boltzmann. La cuarta columna expresa el resultado que aparece en la tercera columna como un
múltiplo de le velocidad térmica media c, en donde

c=VSkT/rrm.

número se denominará N(vx,vy,vz)dvx dvydvz. Ahora se procederá con más cui-
dado, principiando con (5.4-6) que, de acuerdo con (5.4-12), se puede escribir como

N 2 3/2

—2V

Entonces, como lo requiere (5.2-1),

. , (5.4-15)

i . , . ' . * ; . ? ' ' ' / uqs , - ; .u ^b o'1/:!i jt-
.ij'ÜÍ. .l.tC '̂;"-'

N(vx,vy,vz) dvx dvy dvz = f(vx,vy,vz)g(vx,vy,vz} dvx dvy dvz. (5.4-16)

IMI donde A'(i'.v, i ' , / , i'/V/i'.v dvv 'h'? os °' número de estados cuánticos dc -n lm del ele-
i i n ' i i l i ) ilr i ' spar io de- velocidad <l\\.tl\\,d)>.. De acuerdo con ( 5 . 2 - 1 7 ) el m i n i n o de

cshidos dcnlro .Ir un rl.-menlo de volumen dpxdpyüpz del espacio de canlidad de
inovi inicntü es (2I^//;-» ) (dpxdpydpz), por lo cual,

dpx dpy dpz = dvx dvy dvz - dvx dvy dvz. (5.4-17)

Puesto que la densidad de estados en el espacio de cantidad de movimiento, es
ronstante, también lo es la densidad de estados en el espacio de velocidad. Si se
substituyen (5.4-15) y (5.4-17) en (5.4-16) y simplifica el resultado, se obtiene

.^.JVO^u,,^) ̂  ^uy

b
fe!-

dv dv

(5.4-18)

Una tercera función de distribución de velocidad N(vx~)dvx, que representa el
número de partículas cuya componente x de velocidad queda dentro del rango dvx

Alrededor de vx, sean cuales fueren los valores de las componentes y- y z- de
velocidad para dichas partículas, está íntimamente relacionada con la función de
distribución (5.4-18). La función de distribución N(vx)dvx se puede calcular a partir
do (5.4-18) integrando sobre todos los valores posibles de vy y vz, siendo el resul-
lado

N(vx)dvx = J dvy dvz = N
— oo J — oo

m

27T/cT

(5.4-19)

Los valores de las integrales definidas requeridas al integrar (5.4-18), se toma-
ron de la tabla 5.1. En la figura 5.6 se ilustra una gráfica de la distribución N(v~) y
/V(vx) como funciones de la coordenada de velocidad apropiada.

Si se conocen estas tres funciones de distribución de velocidad, es muy fácil
evaluar los promedios sobre las distribuciones de velocidad. Por ejemplo, la velocidad

N(v]

l''igura 5.6. (a) Representación esquemática de la distribución de Maxwell-Bolt/.maim de l;is
velocidades de partículas, N(v) a tros temperaturas distintas, (b) La distribución
i 'orrespondientc do Ins componentes \o !;i volocida.l, N ( v x ) .



térmica promedio c para una partícula en una distribución de Bolt/mami, se obt iene
a partir de (5.4-14) escribiendo

2

(5.4-20)

en donde la integral se evaluó con la ayuda de la tabla 5.1.
Ahora ya se puede pasar al estudio de la ecuación de estado de un gas ideal.

Supóngase que las partículas chocan contra una área unitaria de la pared de un
recipiente lleno con dicho gas, como se ilustra en la figura 5.7. Si la pared es un
plano orientado en sentido normal al eje x, las componentes de la cantidad de
movimiento py y pz de las partículas que chocan contra la pared, se conservan, si
las colisiones de las partículas con las paredes son elásticas, lo cual se supondrá, es
el caso de que se trata. En cada colisión, la componente de velocidad vx dirigida
hacia la pared, cambia a — vx, alejándose de la pared. La transferencia de cantidad
de movimiento de la partícula a la pared, por colisión, es entonces 2mvx. La trans-

ías partículas de
velocidades Vx dentro
de este volumen chocarán
contra la pared durante
el período dt

r~
• Unidad de área

Pared de recipiente

Figura 5.7. Colisión elástica de una partícula contra la pared de un recipiente rígido, siendo vx

la componente x de la velocidad de dicha partícula.

;

ferencia de cantidad de movimiento a la pared en el intervalo de tiempo dt es esta canti-
dad por el número de partículas que chocan con la pared durante este período; para par-
tículas cuya componente x de velocidad es vx, se trata sencillamente del número de
tales partículas dentro de un volumen que se extiende a una distancia d = vxdt detrás
de la pared, o el número por unidad de volumen por vxdt, de donde, vxdt • N(yxyivx/V.
La transferencia de cantidad de movimiento en el tiempo dt para partículas cuya velo-
cidades quedan dentro del rango dvx alrededor de vx, entonces, es

I n i-siHtlisiica tlt- ¡\lu\wfll-Holizni(inn ¡tara un gas iücnl l (>7

2m ^H'i^f
= — v2xN(vx)dvx. . : , . .. (5.4-21)

o bien,

La razón total de transferencia de cantidad de movimiento a las paredes, me-
diante las colisiones en que intervienen partículas con todos los valores posibles de
i\., se puede obtener integrando sobre vx, lo cual da, con ayuda de (5.4-19) y la
tabla 5.1,

m
dt 2nkT Jo

NkT
(5.4-22)

Sin embargo, de acuerdo con la ley de Newton, el cambio en el tiempo de la
cantidad de movimiento por una unidad de área de la pared del recipiente es igual a
la fuerza ejercida sobre una unidad de área de la pared que, por definición, es la
presión P. En consecuencia, la ecuación (5.4-22) se reduce a

PV = NkT, (5.4-23)

que es la ecuación de estado para un gas de Boltzmann de partículas independientes.
La ecuación anterior tiene la misma forma que la ley del gas ideal ya cono-

cida, aunque ésta se suele escribir

PV = nRT, (5.4-24)

en donde n es el número de moles de gas en el sistema y R es una "constante
molar de gas" determinada en forma experimental, que es la misma para todos los
gases "ideales". Si el sistema tiene n moles de gas, el número de partículas estará
dado por N=nNA, en donde NA es el número de Avogadro igual a 6.026 x 1023

moléculas por mol. En estas condiciones, (5.3-23) toma la forma

PV = nNAkT, (5.4-25)

por lo cual, comparando (5.4-24) con (5.4-25), es obvio que la constante de Boltz-
mann k debe estar dada por

'
k = R¡NA. (5.4-26)

de donde, la constante de Boltzmann es la constante de gas por partícula del
sistema. Su valor se puede derivar de NA y R y es igual a 1.380X 10~16 ergs/°K, o
bien, 8.615 x 10-5eV/°K.

Ahora se ve con claridad que el valor de la constante |3 en la función de
distribución que se supuso en (5.3-27), se escogió correctamente. Si se hubieran
desarrollado los cálculos hasta este punto sin suponer ningún valor para )3, se habría
llegado a la ecuación (5.4-23),

I'V (5.4-27)



y, p;ir;i quo osos resultados concuordon con la ley de los gases (5.4-24) establecidos
oxperinien taimen le, habría sido obligatorio escoger

•••«"•O .. )

o bien,
•

~

.5 ESTADÍSTICA DE FERMI-DIRAC

En el desarrollo de la función de distribución de Maxwell-Boltzmann, se con-
sidera que las partículas pueden distinguirse; pero en la práctica es imposible distin-
guir un electrón de cualquier otra partícula elemental. Es más, se admitió que un
número cualquiera de partículas ocupara el mismo estado cuántico del sistema, a
pesar de que muchas de ellas, sobre todo los electrones, obedecen al principio de
exclusión de Pauli, que no permite que un estado cuántico acepte a más de una
partícula. Si estas condiciones adicionales se imponen al sistema, los cálculos de la
sección 5.4 se deben modificar, dando como resultado otra función de distribución
que se conoce como función de distribución de Fermi-Dirac. Esta distribución tiene
una importancia enorme, ya que describe la conducta estadística de los electrones
libres en los metales y los semiconductores; además, muchas propiedades eléctricas y
térmicas de los sólidos que no se pueden comprender,, en absoluto a la luz de lo
establecido con las estadísticas clásicas, se deducen como una consecuencia directa
de la estadística de Fermi-Dirac.

Si las partículas del sistema no se pueden distinguir, tampoco se pueden iden-
tificar numéricamente, como se supuso cuando se analizaron las diversas posibilidades
ilustradas en la figura 5.2. En realidad, todas las diferentes distribuciones presentadas
en cada Mera de la figura 5.2 que dan Q(N1,N2) para cualquier valor particular de
N!, serían iguales si se eliminaran los números que identifican las partículas, en
cuyo caso el factor (5.3-7) se reduce a la unidad. Sin embargo, en el /ésimo nivel
energético se pueden permutar las N,- partículas entre los g¡ estados cuánticos per-
tenecientes a ese nivel, y se puede hacerlo de muchas maneras cada una de las
cuales constituye una forma estadísticamente independiente de lograr un arreglo en
el que N¡ partículas estén en el zesimo nivel energético del sistema, como se ilustra
en la figura 5.8. El producto de los números posibles de permutaciones de partículas
entre los estados cuánticos sobre todos los niveles energéticos del sistema, da enton-
ces el número de formas independientes de efectuar una distribución dada de partí-
culas entre los niveles de energía.

Degeneración del
/ésimo nivel de
energía g¡

Estado IMúm. 1 2 3 4 5 6 7 9i

l''igura 5.8. Una posible distribución de partículas entre los estados cuánticos del /ésimo nivel
de energía de un sistema en el que se aplica el principio de exclusión dr l ' au l i .

Estadística tic Hriiii-Dinif 16')

l í i i oí cuso de I T I I I I I I )n;ic, cu el que se supone que se aplica el principio do
r s i l u s í ó n ilc Paul i , so permite que haya, como máximo, una partícula por estado
i u.muco, lin relación con la figura 5.8, que describe el /ésimo, nivel de energía del
M ' . l e i i n i , existen g¿ formas de seleccionar el punto en el que se debe insertar la
| n i i i i o r ; i partícula, g¿ — 1 formas de escoger en donde se inserta la segunda, ya que la
acumula no puede ocupar el mismo estado cuántico que la primera, gf - 2 formas de
oaroger en donde insertar la tercera, y así sucesivamente. El número total de ma-
nei. is do acomodar N¡ partículas en el /ésimo nivel obtenido sobre esta base, es

(5.5-1)

No obstante, las partículas no se pueden distinguir entre sí y por tanto, en un
imeglo dado de partículas las A',-! formas de permutarlas unas con otras y entre
esl;idos, no se consideran como permutaciones diferentes. El número real de formas
Independientes de lograr una distribución de N¡ partículas en el /ésimo nivel, se obtie-
ne dividiendo (5.5-1) entre N¡\ lo cual da

di1- (5.5-2)

El número total de formas independientes de lograr una distribución de
( / V | , A ^ 2 , « • • Nn) partículas indistinguibles entre n niveles energéticos, en donde no
so tiene más de una por estado cuántico, es sólo el producto de los factores indi-
viduales de la forma (5.5-2) sobre todos los niveles, es decir,

= n (5.5-3)

Ahora se procederá a maximizar el logaritmo de esta cantidad con respecto a
las variables N1,N2,--'Nn por el método de los multiplicadores lagrangeanos
nlilizados en la sección 5.3. De acuerdo con (5.5-3), se tiene que

In Qf = £ In 9í! - £ In Nt! - £ ln(gt - NJ l, (5.5-4)
i i i

( | i ic, utilizando la aproximación de Stirling (5.3-20) se puede describir

' In Qf = £ ldí In di - N¡ In N( - (g{ - Nt) tafo, - JV,)]. (5.5-5)

Nuevamente, se requiere que el número total de partículas del sistema y su
energía total se mantengan constantes, lo que significa que las ecuaciones (5.3-22) y
(5.3-23) deben aplicarse también en este caso, de donde, se puede escribir, al igual
que antes

(1N, r fiN,
(5.5-6)



en doiidr ./» y i// i - s l án dados por ( , ' -> . . ? . ! . ' ) y (X<- . ' . .<) . Al M i l M i l i n i ( 5 5-5), (5.3-22)
y ( ' • > . . ? ,'.!) en esta ecuación, se obtiene

-^l?"'to"'+?fr'-"^'-N^
(5.5-7)

Al desarrollar las derivadas de la sección 5.3, se encontró que

Inte,- ~ Nj) - ln Nj = - a - jSe,, (5.5-8)

o bien, reacomodando, haciendo las exponenciales, y resolviendo para Nj/gj = /(e;-),

"^ "r ' 1 ' '" '" ' " ' .i1",/'8'' (5.5-9)

Esta es la función de distribución de Fermi-Dirac.
Al igual que en la sección 5.4, se considerará que el valor de ft es

(5.5-10)

y más adelante se explicará el porqué de este paso. Lo más aceptado es expresar a
como •' ; ' • ' • ; - v

ií> '* , :. r, K • >." \J "y:1 • : - , - ; a = eflkT, (5.5-11)

en donde €f es un parámetro con las dimensiones de la energía que se denomina
energía de Fermi o bien, nivel de Fermi del sistema. Por tanto, la ecuación (5.5-9)
se convierte en

4. (5.5-12)

o bien, si se supone que los niveles se juntan formando un continuo, de modo que
gj(ej)-+g(e)de, entonces,

. . (5-5-13)

Para un gas de partículas independientes tales como electrones libres, g(e)de se
representa mediante (5.2-22), al igual que un gas de Maxwell-Boltzmann.

La energía de Fermi €f es, en general, una función de la temperatura cuya
i orina y dependencia de temperatura depende primordialmente de la densidad de la
función de estados del sistema, al igual que en el caso del parámetro correspon-
diente e" de la distribución Maxwelí-Boltzmann. Su valor se determina mediante la
condición (5.3-22) o bien si se trata de un continuo de niveles, por medio de

N ~ const. = 9(£)dE
(5.5-14)

Kstadislica tic l<vrmi-l)irac 1 7 1

l a i n l e g i a l sr toma sobre todas las energías disponibles para las part ículas del
u l N l n i u , I 'ara un gas de l 'Vrmi de partículas independientes, g(c) está dada por
(5.2-.'.') y <y- se determina mediante

N = de
(5.5-15)

Desgraciadamente, esta integral no se puede evaluar en una forma analítica, de
ñu ido que 6f no se pueda determinar como una función simple de la temperatura.
Sin embargo, en un gas bidimensional de partículas ubres, se puede demostrar, me-
illimle los métodos usados para derivar (5.2-22), la función de densidad de estados es

,MVÍtn.-(

4nmA
g(e)de = de, (5.5-16)

r independiente de la energía (ejercico 3, capítulo 5). En esta fórmula, A representa
oí área del "recipiente" bidimensional. Para este sistema, (5.5-14) se convierte en

N =
4nmA
~P~

de
(5.5-17)

que se puede evaluar en forma cerrada, haciendo que uno resuelva para ey y se
obtiene

ni donde

e/T) - kT ln(e£'w/kT - 1),

Nh2
£/0) =

4nmA

(5.5-18)

(5.5-19)

es el valor que e^T) toma conforme T tiende a cero, como está dado por (5.5-18).
Los detalles del cálculo de este resultado son muy instructivos y quedan asignados
como ejercicio para el lector. La variación de la energía de Fermi del gas bidimen-
sional de partículas independientes se ilustra en la figura 5.9. Se notará en este caso,
que la energía de Fermi es una función monotónica decreciente de la temperatura.
La energía de Fermi para el gas de Fermi tridimensional, con la función de densidad
de estados (5.2-22), presentará el mismo comportamiento general, excepto que en
este caso, la variación de la energía de Fermi con respecto a la temperatura es lineal
cuando los valores de ésta se mantienen razonablemente bajos, en tanto que para el
ejemplo bidimensional, la variación es mucho más compleja a temperaturas bajas,
l'ara muchos sistemas, incluyendo estos dos, la variación del nivel de Fermi con
respecto a la temperatura es pequeña sobre el rango de temperaturas físicamente
posibles; en la figura 5.9, la temperatura a la que e/=0 sería del orden de
75000°K para un gas de electrones con la densidad de electrones libres correspon-
diente a la del cobre metálico. Por esta razón, en muchas aplicaciones la depen-
dencia de temperatura de la energía de Fermi se puede desechar o aproximar me-
tí ¡ante una función lineal u otra apropiada de la temperatura.

La función de distribución de Fermi propiamente dicha,

1
e(r.-cf)/kT > (5.5-20)
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Figura 5.9. Representación esquemática de la variación de la energía de Fermi en función de la
temperatura, en un gas bidimensional de electrones libres, de acuerdo con (5.5-18).

se muestra en la figura 5.10 para varios valores de temperatura. Puesto que sólo
una partícula puede ocupar un estado cuántico dado, el valor de /(e) para una dis-
tribución de Fermi a una energía particular es justamente igual a la probabilidad
de que un estado cuántico de dicha energía esté ocupado. En el cero absoluto,
como se puede ver fácilmente en la figura 5.10 y por la ecuación (5.5-20), la
función de distribución de Fermi se convierte sencillamente en una función de escalón

/(e) = 1 (e < £/)

= 0 (8>e/). (5.5-21)

Conforme aumenta la temperatura, los bordes del escalón se redondean y la
función de distribución varía rápidamente desde casi la unidad hasta casi cero sobre
un rango de energía de algunos múltiplos de kT alrededor del valor e = €f. Al
mismo tiempo, el valor de 6f cambia y la variación ilustrada en la figura 5.10 es
aproximadamente la que se asocia con el gas electrónico tridimensional, cuya den-
sidad de estados está dada por (5.2-22). A temperaturas muy elevadas, la función de

; . ; • ;« : • >n.
M-tair.
ÍÜ - . M > ' - . . .

í'liSí-':.! *

>'•' - f(,

' ' ' - ' • - • ' ' .:"

tfíi^íVi:
'jfi ' "x.

' . • ' . . 'Hi;tV

£* X';T;> '

10. Representación esquemática de la función de distribución de Fermi para cuatro
diferentes temperaturas. Obsérvese la variación de la energía de Fermi con la
temperatura. La dependencia de la energía de Fermi en relación a la temperatura,
t« i I como se muestra aquí, es típica para un gas tridimensional de electrones lihres;
poro la variación real en cualquier sistema en particular dependo crftictnUfltí do
la fundón de densidad do oslados (o nivol de degeneraciones) de

distribución pimlc su CWICtcrística de escalón y varía con más lentitud en función
do la energía. De acuerdo con (5.5-20), es evidente que el valor de /(e) a e ---. c¿- es
solo 1/2, es decir,

= i, (5.5-22)

do donde, un estado cuántico al nivel de Fermi tiene la probabilidad de ocupación
do 1/2.

En la figura 5.11 se muestra la distribución real de la densidad de partículas
/V(c;) como una función de la energía para un gas de Fermi de partículas indepen-
dientes, dada por (5.5-13) con la función de densidad de estados (5.2-22). Nueva-
mente, en r=0, la curva tiene un carácter escalonado; así la porción para la que
( < < e/) es la parábola de densidad de estados (5.2-22) y para la que (e > e¿) es
(.•ero. Al aumentar la temperatura, este aspecto escalonado se hace cada vez menos
pronunciado, como se ilustra en el dibujo. A temperaturas bajas, cuando la función
de distribución de Fermi es escalonada, se dice que la distribución está sumamente
degenerada.

A temperaturas bajas, la distribución de Fermi-Dirac se puede representar como
una esfera en el espacio de cantidad de movimiento en el que todos o casi todos los
estados cuánticos de energía menor que £f están llenos, en tanto que todos o la
mayoría de los estados de energía mayores que 6f están vacíos. De acuerdo con
(5.2-14), la ecuación de la superficie de esta "esfera Fermi" debe ser

(5.5-23)

ile donde, el radio es -v/2mey, como se ilustra en la figura 5.12. A temperaturas muy
altas, la superficie de la esfera de Fermi está definida muy deficientemente debido a
la desaparición de los aspectos escalonados de /(e), y el concepto resulta menos útil.

Entonces, se llega a la conclusión que la integral (5.5-15) no puede evaluarse
en forma exacta y esto no permite encontrar una expresión simple para la energía
de Fermi de un gas de Fermi tridimensional a todas las temperaturas; sin embargo el
carácter simple (5.5-21) que adopta la función en T= O permite evaluar ef de un
modo muy sencillo en el cero absoluto. Si se utiliza (5.5-21) para representar /(e)
en T=Q, se puede volver a escribir (5.5-14) utilizando la función de densidad de
estados (5.2-22) como

í*M^*-16^y)]-. W5-24)
JO , ..;• ' « 3 3/1 :.;..;. ' « •

r = o

N
i;rttí"-ü; '--..is — =
¡\q t:? ^!C^ V

-<U)
,'i.i . . . • »

' ' " í í . / r -' ,

•WY

• I 11 <it'. -JVi '.MV

$ tfiV;,.;,!. .Vi? ••!,.
•jfílft í'! /.-y.Kíík

•'¡gura 5.11. Krprosen ('ación esquemática de la densidad electrónica como función do la energía
l , i ;i un gas tridimensional de electrones libres.
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F«ui» 112. La distribución de Fermi al cero absoluto correspondiente a un gas de electrones
* """ ?S 'ePresentada! P°r mgdío de una esfera de electrones dentro del espacio de

wi«- , cantldad de movimiento. Esta representación es útil siempre y cuando T<TF.
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Resolviendo esta ecuación para e/O), se obtiene

Vli'if.' ¿ii^i- : ; • ! . 'i
t OÍ,.
Mí i. .

Sf(0) — [ I -.-i'V \, ; . , . • ,, /c ^ Or\ ^ 8mUF/ ' ', f '/ (5.5-25)
' ^i"'- -ú? :'; :,., .•; • «-.y-u;

al

^ — ( 5/3 3
(5.5-26)

como eJerdcio

Para energías mucho mayores que ef, efr-W*T es mucho m j d

y para tales energías, la función de distribución de Fermi-Dirac (5.5-20) se puede
escnbir ; Pescnbir aproximadamente como

Si todas las energías disponibles para el sistema satisfacen la condición

f~'¿>*r, (5.5-28)

es decir si e/ es muchas unidades *r menor que cualquier energía que pueda tener

h u í i ; '1S Part!CUlas (id SÍStema' la distóhución Fermi-DinK- y la deEWilxwelI-Boltzmatlfl son casi ¡Cíalos.

I'ara el j',as Iml imens iona l üe Fermi, donde la energía de Fermi está dada por
S- IcS ) , si T es lan grande que kT>ef(G), el exponente e/0)/¿T será pequeño, de

i . i l i i iancra que el exponencial se puede aproximar mediante 1 + [e/0)/fc7], dando

e/T) =

= e/0)

e/O)
kT

fcT

e/O)

= -e/O)
e/O) £/0)

:H>UUÍKRKI /...» M

(5.5-29)

De acuerdo con esto, se advierte que conforme T aumenta, e/{T} -+ — °°- Pues-
to que la energía más baja que puede tener cualquier partícula del sistema es cero,
es evidente que la condición (5.5-28) se satisfará para temperaturas lo suficiente-
mente altas y la función de distribución será aproximadamente la misma que la de
lu distribución de Maxwell-Boltzmann a temperaturas muy elevadas. Se puede demos-
t r a r que el mismo resultado se aplica al caso tridimensional. Estos resultados también
pueden esperarse si se emplea un enfoque físico, ya que a altas temperaturas, las
partículas se distribuyen sobre un rango muy amplio de estados energéticos, y el
número de partículas en cada rango de energías disponibles es tan pequeño que
siempre hay mucho más estados cuánticos disponibles que partículas que puedan
ocuparlos. En estas circunstancias, la probabilidad de que dos o más partículas ocu-
pen el mismo estado cuántico siempre se hace sumamente pequeña de modo que no
importa mucho si la función de distribución obedece al principio de Pauli (distri-
bución Fermi-Dirac) o no lo obedece (distribución Maxwell-Boltzmann).3 Puesto que
la cantidad e/{0), que deber ser obligatoriamente mucho menor que kT para que las
dos distribuciones coincidan, es proporcional a la densidad de partículas N/A por
(5.5-19), la reducción de la distribución de Fermi a una reducción de Maxwell-Boltz-
mann se desarrollará a temperaturas más bajas en gases menos densos. Por las mis-
mas razones, de acuerdo con (5.5-19), se producirá a temperaturas más bajas en
Hases en las que la masa de las partículas m sea grande. Debido a ello, las substan-
cias gaseosas ordinarias a temperaturas normales obedecen a la estadística de Maxwell-
Boltzmann mejor que a la estadística Fermi-Dirac (o Bose-Einstein). Sin embargo,
para un gas denso de partículas muy ligeras, tales como los electrones libres de un
metal, la energía de Fermi al cero absoluto es bastante grande y la condición
(5.5-28) se puede satisfacer para todas las partículas del sistema sólo a temperaturas
tan altas que sean físicamente inalcanzables. Por tanto, cuando se trata de un gas
denso de electrones libres, debe utilizarse la estadística de Fermi-Dirac. No obstante,
en los semiconductores, la forma peculiar de la función de densidad de estados es
(al que la distribución de Maxwell-Boltzmann casi siempre es una aproximación acep-
table de la distribución de Fermi-Dirac o prácticamente igual a ella. Esta situación
se examinará más detalladamente en un capítulo posterior.

3 Se podría alegar que aun en este límite la distribución de Fermi-Dirac debe diferir de la
de Maxwell-Boltzmann en virtud de que no se pueden identificar las partículas. Sin embargo, se
puede demostrar, como se verá en la siguiente sección, que la función de distribución de par-
tículas no distinguibles, que no obedecen el principio de exclusión de Pauli (la distribución
Bose-Einstein), so aproxima a la función de distribución Maxwell-Boltzmann en este limito. ( ln : i
forma más exae l a do explicar la situación sería afirmar quo, on el l ími te do a l tas temperaturas,
la ( l is tnlninuii r ' ami-Dirnc se, acoren a la distribución Hose-Kínslein que, a su ve/, se, aeerra a la
i l i s I r i l n i H o i i M . i x u r l l l l o l l / i i i a i m .



|V*' so 'mhicra escocido para el multiplicador jfi, o l i o , J i K - i m l r ; i l dado por
(5.5 10), no se Jmbrja encontrado, por lo general, la correspondencia cutre los sis
temas IKcrmi-|j¿rac y Maxwell-Boltzmann en el limite de las temperaturas altas que,
como ya se Vio, se puede esperar por razones físicas. Por tanto, se debe llegar a la
conclusión de que ei valor de /? dado por (5.5-10) está físicamente justificado.

5.6 LA DIS^RIBUCiON BOSE-EINSTEIN•

En la s^ccj5n anterior se demostró que la distribución estadística de Fermi-
Dirac (5.5-20) es ja que caracteriza el comportamiento de un conjunto de partículas
no distinguible que obedecen al principio de exclusión de Pauli. Puesto que no
todas las partícujas elementales obedecen el principio de Pauli (siendo la excepción
mas conspicua jos fotones), es necesario considerar el comportamiento de las partí-
culas no distmgUibieS) que no obedecen este principio. También en este caso, puesto
que las particmas no están numeradas, el factor (5.3-7) se reduce a la unidad y sólo
es necesario CQnsiderar las posibles permutaciones de N¡ partículas idénticas entre g¡
estados cuanticos ¿e /¿simo nivel energético; pero ahora sin ninguna restricción en lo
que respecta a| número de partículas que pueden ocupar cualquier estado cuánticodado.

Sea un a^regi0 lineal de JV¡ partículas y g¡ - 1 particiones que serían necesarias
para dividir estas partículas en g¿ grupos, como se ilustra en la figura 5.13. No es
diíicil ver que ^j número de formas de permutar las N¡ partículas entre g¡ niveles, es
igual al numer^-, de permutaciones independientes de objetos y particiones de la
figura 5.13. Pu^s^o que se tiene un total de N¡ + g¡ — 1 partículas más las parti-
ciones, estas se pueden arreglar linealmente en (A^- H-g-,- — 1)1 formas; pero puesto
que las permut^ciones que se hacen entre las partículas y entre las particiones no
se consideran como acomodos independientes, el número de acomodos se debe di-
vidir entre el m\o ¿e maneras ¿e permutar las partículas entre ellas mismas (N¡1 )
y nuevamente ^ntre el número de maneras de permutar las particiones entre ellasmismas fe - l)j )? dando

v /

f56.n
(5'64)

formas de realiz%r una distribución de N¡\s no distinguibles entre g¡ esta-
dos que pueden a]ojar a cualquier número de partículas. El número Qb de formas
estadísticamente independientes de lograr una distribución (Nl , N2 , • • -Nn)de par-
tículas entre los niveles energéticos del sistema, de acuerdo con estas reglas, es

'

. IIII ... '
•

' -r-íM'to. ' '.! /ésimo nivel de energía: degeneración g¡-- 9 ..".<«; v • • ; , " . .
!l ¡'¡HA,' ' población/v/= 14 . ,üO'¿ , .,-i,

Vi "U'}1»'"*:.•'•• •*!! . •.'?•.

l ' igura 5 .13 . Una Posible distribución de partículas entre los estados cuánticos del / i-amo nive l
t ' l1l ir.i'(- t jeo de un s is tema en el ( | i ie no se aplica til pr incipio de ex< I I I M I H I dr l ' a n l í
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« i m p I r m i M i k : el | ) r o ( | ( u - l ( i i l i - los Tactores de la forma (5.6-1) sobre todos los niveles
del sistema por lo que

'

Ahora se puede maximizar esta cantidad con respecto a las variables Nl,Ni', • • •
A/,,, utilizando el método de los multiplicadores de Lagrange y de acuerdo con las res-
tricciones (5.3-22) y (5.3-23). Los cálculos no se incluirán aquí; pero se sugiere que
los ejecute el lector como ejercicio. El resultado es

*?,-, :.M..--, j
&í.rr . • - . •-:• f(E^ = Ntla,= .. .. :. ' - — ; ' • • cl, . - • (5.6-3)

J - í ' . ,6 - .> . r . ; • • • • , , -

Esta fórmula se conoce como función de distribución Bose-Einstein. También
uhora se puede identificar |3 como . vJ..

0= -IJkT, (5.6-4)

mientras que o¿ puede determinarse de acuerdo con el número de partículas del
sistema, al igual que se hizo en los casos Maxwell-Boltzmann y Fermi-Dirac. Para el
cuso de un continuo de niveles muy poco espaciados entre sí, g¡^-g(e)de y
N¡ >N(e)de, lo cual da

(5.6-5)
/(£) ~~ -a +£/

Para la función de densidad de estados de partículas independientes (5.5-16)
Correspondiente a un gas bidimensional de partículas libres, el parámetro a. se puede
calcular explícitamente en la misma forma que €f para este sistema, de acuerdo con
la estadística Fermi-Dirac. Se puede demostrar entonces que conforme T se incre-
menta, a. -> — oo, en cuyo caso el factor exponencial del denominador de (5.6-5) se
hace mucho mayor que la unidad y la distribución Bose-Einstein (5.6-5) tiende a

/(e) ~ (5.6-6)

que es una función de distribución del tipo de Maxwell-Boltzmann. Se puede obte-
ner el mismo comportamiento general para un gas de Bose-Einstein tridimensional de
partículas independientes, aunque en este caso no es posible obtener una expresión
para a en forma exacta.

En el límite de las temperaturas muy altas, las partículas del sistema se distri-
buyen sobre un rango muy amplio de energía, y el número de partículas en cada
rango de energía disponible será mucho más pequeño que el número de estados
cuánticos de dicho rango, de donde, para todos los estados g¿>A^. En esta situa-
ción, se puede escribir, aproximadamente,

(5.6-7)

de donde, (5.6-2) se convierte en

^u« <2h(/v,,/v2, di ! , : ' ,.>,;.;í-;;,;:!

I , ! > . . P.l, . ' . ' i;l . . :>() ( , S . Í ) ' S )

, n v - . . . t v , . ( v
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Cabe i io lar que esto, aparte de un factor consumió N\ es igual a
,N-¿, ' • -Nn) como está dado por (5.3-8) para un sistema Maxwcll-Boltzmann.

Entonces, desde un punto de vista puramente físico se debe esperar que las distri-
buciones Bose-Einstein y Maxwell-Boltzmann coincidan en el límite de altas tempe-
raturas. La selección del valor dado por (5.6-4) para )3 está entonces justificado, ya
que esta selección, como se vio antes, lleva directamente a la correspondencia entre
la estadística Bose-Einstein y Maxwell-Boltzmann indicada por (5.6-6).

En el caso de los gases bidimensional y tridimensional de partículas indepen-
dientes de Bose-Einstein, conforme la temperatura se acerca a cero, el valor de a.
tiende a cero y el resultado es que todas las partículas del sistema tienden a conden-
sarse en el estado energético más bajo del sistema al cero absoluto. Este fenómeno,
denominado condensación de Bose, es característico de los sistemas que obedecen la
estadística de Bose-Einstein.

En algunas aplicaciones, conviene obtener la función de distribución i3ose-
Einstein, sin establecer la restricción de que el número de partículas del sistema sea
constante. De acuerdo con (5.3-15) y (5.3-16), se puede ver que este resultado se
puede obtener de (5.6-5), si se supone que a es idéntica a cero. En este caso,
(5.6-5) se reduce a

/(e) = - (5.6-9)

EJERCICIOS

r~ wí) avanza en1. Demuestre que el frente de onda asociado con la onda plana '^f =
la dirección k.

2. Demuestre, para la partícula libre en tres dimensiones1' cuya función de onda está dada
por (5.2-7), que el valor esperado de la cantidad de movimiento vectorial p es igual a hfc, y que
p (y, por ende, k) es una constante del movimiento.

3. Calcule la densidad del factor de estados g(€)de para un sistema bidimensional de partí-
culas libres, en el que no hay otras interacciones que colisiones instantáneas y que está conte-
nido en un recipiente rígido de superficie A y de dimensiones x0 y yo. Comience con la ecuación
de Schrodinger.

4. Suponga que se lanzan simultáneamente cuatro monedas, ¿cuáles son las probabilidades
asociadas con las distribuciones (O águüa, 4 sol), (1 águüa, 3 sol) . . . (4 águila, O sol)?

5. Encuentre las dimensiones y la superficie del rectángulo de área máxima con lados
paralelos a los ejes de las coordenadas, que se puede inscribir dentro de una elipse cuyo eje
mayor es 2a y cuyo eje menor es Ib. Los ejes de la elipse pueden considerarse paralelos con los
ejes de las coordenadas. Emplee el método de los multiplicadores de Lagrange.

6. Encuentre la velocidad de raíz cuadrada media y la velocidad más probable de una
partícula en un gas ideal de Boltzmann.

7. Demuestre que el flujo de partículas en un gas ideal de Boltzmann, cuyas componentes
x de velocidad son positivas, por unidad de área sobre un plano normal al eje x es \Nc/V.
Nota: el flujo o densidad de corriente se define como el número de partículas por unidad de
volumen por su componente de velocidad a lo largo de la normal al plano sobre el que se
observa el flujo.

8. Demuestre que la energía de Fermi de un gas de Fermi bidimensional de partículas
libres cuya función de densidad de estados está dada por el resultado del ejercicio 3, es €/<T) =
/t71n(ee/(o)/fcr _ i); en donde ef{0) =Nh2/(4irmA).

9. Calcule la energía de Fermi, en electrón-volts, para los electrones libres en el cobre al
cero absoluto, suponiendo que hay un electrón libre por átomo de cobre. Indique la temperatura
a la que kT será igual a €y<0).

10. Demuestre que la energía interna por unidad de volumen de un gas de Fermi de
3 Npa r t í cu l a s libres al cero absoluto es _ __ GAO).
5 V

I 1. Demuestre por el método de Jos multiplicadores lajrrangeanos, que si Q(Nl,N'i, • • • Nn)
i ' s lá d; i( la por la ecuación (5.6-2), la fundón de . d i s t r i b u c i ó n i ' o i i t ' s p o i H l i c i i U : a los valores más pro
k-iMrs do / V , . N'}, • - • N,,, osla dada |<or (.'•>.(> 3).

n Uso la fundón di dMiádftd de estados calculada en el ejercicio 3 P^dcmoslrnr que
parámetro a de un ¡*,s de Hose Kmstein bidimensional de partículas Ubres esta dado por

alice las propiedades de la función de distribución resultante para T-+°° y para r->0.
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CAPITULO 6
•

Vibraciones reticulares y
propiedades térmicas de los cristales

6.1 CÁLCULOS CLASICOS DEL CALOR ESPECIFICO RETICULAR

.

En la sección 4.4 se delinearon algunos de los problemas que se presentan
cuando se calcula el calor especifico de un cristal, suponiendo que los átomos de
dicho cristal se comportan como osciladores armónicos clásicos independientes. Aho-
ra se examinarán estos problemas detalladamente y se estudiará la forma en que se
pueden resolver, usando los resultados obtenidos en los capítulos 3-5, relacionando
l;i dinámica reticular, la mecánica cuántica y la mecánica estadística. En todas estas
investigaciones se tratará de un cristal compuesto de N átomos, que se mantienen
unidos en un arreglo periódico. Se supone que estos átomos sólo pueden vibrar
alrededor de sus posiciones de equilibrio ya que están sometidos a fuerzas restrictivas
que, en una primera aproximación, obedecen a la ley de Hooke. También se supone
que no hay electrones libres, como se encontrarían en un metal, y que toda la
capacidad calorífica del cristal se debe a las vibraciones de la red producidas por
excitación térmica. Cuando hay electrones libres, también, se puede lograr que se
muevan excitándolos por medio de una fuente calorífica externa y, entonces, su
movimiento ocasiona un aumento en el calor específico observado; esto se estudiará
en un capítulo posterior.

El cálculo clásico supone que cada átomo es un oscilador armónico clásico
tridimensional que vibra independientemente de todos los demás átomos del cristal,
lia estas circunstancias, se puede calcular la energía térmica interna total del cristal
determinando la energía promedio de un solo oscilador y multiplicando el resultado
por N. Para un solo oscilador armónico isotrópico tridimensional, la energía total es

siendo,
XIUW' ""

p^
2m

K(r) = z2) =

(6.1-1)

(6.1-2)

en donde m es la masa y <x>0 la frecuencia natural del oscilador. Si se supone que la
distribución de los osciladores por energía obedece a la ley de distribución Maxwell-
Uoltzmann, la función de distribución que expresa la probabilidad de que un osci-
lador tenga una energía dada e es

/'('O Ar"clkr--~ Ac (6.1-3)



1 X 2 Vibraciones reticulares y propiedades térmicas de los eti.Mnle\n donde A es una constante. De acuerdo con (5.2-4), la c iH ' i r

dada por

- mco¿r2

t*
2mkT, • rzsen6drded(t>

Ll P2
e 2mkTe 2kT • p2sen0 dpde. r2se

(6.1-4)

En este caso se prefirió usar coordenadas esféricas (r, 0,0) para el espacio de
las coordenadas y (p,6p,<¡>p) para el espacio de la cantidad de movimiento, para
fines de integración la cual, por supuesto, debe hacerse sobre todo el espacio de
fase. Puesto que el integrando no tiene dependencia en relación de 8,p, 6p, o'0p la
integración sobre estas variables se puede desarrollar de un modo muy sencillo,
dando un factor de 4?r tanto al numerador como al denominador, y dejando

1
2kT dr

rJo Jo

. (6-1-5)
rV 2kT dr

fM5tfi3.v-; <-e>
d6 ?.oií.
-od'
ítt

En el primer término de (6.1-5), cada doble integral de (6.1-4) se ha expresado
como un producto de una integral p y otra integral r; las integrales r del numerador
y el denominador son iguales y se anulan, dando el primer término de la expresión
antes presentada. El segundo término se maneja en la misma forma; pero en este
caso las integrales de p del numerador y el denominador son las que se cancelan. Es
evidente que el primer término de la expresión anterior representa la energía cinética
promedio y el segundo la energía potencial promedio. Al,evaluar las integrales con la
ayuda de la tabla 5.1, se encuentra que

<A> = <X> = f por ende <e> - 3kT. (6.1-6)

Jara un conjunto de N oscilaciones independientes, la energía interna total U
es, sencillamente,

rr nr / \> »rf T*U-N(e> = 3NkT,

y la capacidad térmica Cv es, por definición,

íf i <-i\)

(6.1-8)

El calor específico es la capacidad calorífica por gramo (o por unidad de
volumen). La capacidad calorífica es una constante independiente de la temperatura.
Para un mol de cualquier substancia, N es igual al número de Avogrado Na y la
capacidad calorífica molar Cvm está dada por

Cvm = 3Nak = 5.96 cal/mol -°K. (6.1-9)

lisie resultado se conoce como la ley de Dulong y Petit, y los alumnos que
si mundo química e lemental oslan familiari/ados con ella ya que es la l>ase de

( o r i n a r u d i m e n t a r i a de e s t i m a r el peso atómico de un elemento desconocido. I ,:i

Teoría tic 1','insleiii sobre el calor esiM'cíjjieo I X . I

i ' . . • ? •} . jJrOjnaíjoqrrtuwi u?, tijjiíoe^b; «i!.Wi-
- . '^r:.^ ,«iotjfij?j/j!^t •gOKyar .-ol.-i^i.'rt.cfo,,

rfr~x¿T.Vr.!..-fíí:}b :¿?¿ * :.'. . ¡ i»i3 j oi'^i'^ a

j • : . - • ; : . ' i ' i ' . ' ' . > • • • •>: : -" ; . ! • • ' • '.'h • / . ' . • íni i íJ ' j .
p*l

l i sura 6.1. Capacidad térmica de una substancia sólida típica graneada como una función de la
temperatura.

ley de Dulong y Petit concuerda totalmente con los resultados experimentales obte-
nidos con la mayoría de las substancias a la temperatura ambiente y por encima de
r i la ; pero conduce a errores notables a temperaturas bajas. En el rango de tempera-
turas bajas, el calor específico de todas las substancias tiende a cero siendo propor-
cional a T3 conforme T se acerca a cero, como se ilustra en la figura 6.1.

<> 2 TEORÍA DE EINSTEIN SOBRE EL CALOR ESPECIFICO

Einstein investigó las discrepancias en la teoría clásica del calor específico y,
en 1911, logró explicar cualitativamente el calor específico (por lo menos en su
I orina observada y desde un punto de vista experimental) como una función de la
icmperatura. En la teoría de Einstein, los átomos se consideraban nuevamente como
osciladores armónicos independientes e idénticos con una sola frecuencia de vibración
natural a>0, pero se toman como osciladores cuánticos armónicos que pueden tener
sólo valores discretos de energía1 tales que

(n = 0,1,2, (6.2-1)

romo está dado por (4.12-27). Se puede considerar que los osciladores tienen una
distribución de energía del tipo Maxwell-Boltzmann, ya que forman un conjunto de
•astenias que son distinguibles o identificables en virtud de su ubicación en puntos
separados- y distintos de la red, y puesto que cualquier número de osciladores puede
eslar en cualquier estado cuántico del sistema. Por tanto, aunque los átomos son
osciladores cuantizados, la distribución clásica de Maxwell-Boltzmann sigue siendo la
más apropiada para describir su comportamiento estadístico. Por otro lado, los verda-
deros cuantos de energía vibratoria que absorben o emiten los osciladores, no son
entidades distinguibles y, por tanto, la estadística de Bose-Einstein se debe utilizar

1 Por supuesto, tíinstein utilizó el resultado de Planck en=ntíO más bien que el resultado
t l i - la mecánica ondulatoria que se da en (6.2-1) para los niveles de energía de un oscilador
.n mullico. Si se usa el resultado original de Planck, la expresión final de la energía interna y el
r a lo r específico que se obtienen difieren de los resultados aquí derivados, sólo en la ausencia de
u n a contribución •ndrgétics de p u n t o cero independ ien te de la t e m p e r a t u r a a la enere, ía i n t e r n a .
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par:i describir su comportamiento estadístico. Como se verá m.is l.n.le se puede,,
obtener los mismos resultados analizando las propiedades del sistema d« osciladores d,
acuerdo con la estadística Maxwell-Boltzmann, o bien manejando la dinámica de lo<;
cuantos de energía vibratoria por medio de la estadística de Bose-Einstein.

^ Para mayor simplicidad, se supondrá que el cristal contiene 3N osciladoiv;
armónicos unidimensionales cuyos niveles de energía están dados por (62-1) en
lugar de N osciladores isotrópicos tridimensionales. Esta suposición se justifica y.
que existen tres grados de libertad de vibración independiente relacionados con cada
átomo del cristal y que, de acuerdo con el principio de equipartición, la energía
vibratoria disponible se distribuye de un modo equitativo, en promedio, entre estos
tres grados de libertad. Si la energía se distribuye entre los osciladores de acuerdo
con la ley de Boltzmann, el número de osciladores a la energía e es proporcional a
e w y la energía promedio es

-itfffu <?.üL>1'-vr . . • •

»£> sr'.' • ' -

ionde ''....

x = -hcoQ/kT. ' " ' ' " ' '•'

Sin embargo, la ecuación 6.2-2 se puede escribir como

d . ,

(6.2-2)

(6.2-3)

= ha> dx

- e")] =
, «i'-'*> W - d
Uf, : i¡: .«•-.•. = fto>o -J" Q*
eí. ..a.b. ?:d!;

orín
•uO ) t : La energía interna se obtiene multiplicando la energía promedio por oscüador

!l tlllTTlfirO fifi nSr-ilartíTífAC r-r>m/-> ot-i+^n ^« J J_ '

(6.2-4)

PW: el número de osciladores, como antes, de donde,

^''r '- :- ':,.':',:,'1' C"=(;
du\
d f ) v ~

(6.2-5)

(6.2-6)

Í'" «Este resultado se Puede expresar en una forma algo más sencilla definiendo
n^a temperatura de Einstein" &E tal que

iHAj.írf

,:„.„,,, Al substituir k@E en lugar de ho;0 en (6.2-6), se tiene que ,

Cu = 3Nk ®E

(6.2-7)

(6.2-8)

* Teoría de ¡''inslein sohre el calor especifico 1X5

I 'ara t c m p e í a l u i a s l « > su l ic ie i i (emente altas para que T> Bí;, ewtt/r ̂  1; u t i l i -
/ a n c l o la expansión de series de potencias para la exponencial y reteniendo sólo los
le i minos de primer orden, se puede ver fácilmente que en este límite, Cv se acerca
ul resultado clásico 3Nk. Para temperaturas bajas (T^&E), e®ElT^>\ (6.2-8) se
puede aproximar mediante

C=3Nk(-é (6.2-9)

i|iie se acerca a cero conforme T tiende a cero, aunque no concuerda con el com-
portamiento T3 observado a temperaturas bajas. El primer término de (6.2-5) repre-
icnta la parte de energía interna del sistema que corresponde a la energía de punto
rcio de los osciladores. Puesto que es independiente de la temperatura, no hace
variar el valor del calor específico.

Físicamente, la razón de que el calor específico se haga tan pequeño a tempe-
raturas bajas se puede entender suponiendo que el cristal se coloca de tal modo
(|iie hace contacto con un baño térmico externo compuesto de un gas monoató-
mico ideal a una temperatura dada y se deja que absorba energía de los átomos del gas
ideal . La energía promedio de los átomos del gas es 3/2kT y si la temperatura del
sistema es lo suficientemente alta, de tal modo que kT sea por lo menos del orden
de la energía nto0 requerida para excitar uno de los átomos vibrantes del cristal a
un estado energético más alto, tales excitaciones ocurrirán frecuentemente, al chocar
con el cristal los átomos del gas del baño térmico. Entonces, estas colisiones serán
iitelásticas en el sentido mecánico y la energía que inicialmente pertenecía a los
átomos del gas se transferirá con facilidad a la red cristalina como energía de
vibración. Por otro lado, a temperaturas lo suficientemente bajas, kT será mucho
más pequeña que la energía de excitación ho>0, y sólo un átomo ocasional de gas
que tenga una energía mucho mayor que la promedio podrá producir una excitación
de esta índole y, por tanto, transferir calor a la red cristalina. Luego, el cristal tiene
relativamente poca capacidad para absorber calor de su ambiente y un cambio unita-
rio de temperatura en el ambiente sólo ocasiona la transferencia al cristal de una
cantidad de calor muy pequeña, en comparación con la que se puede transferir en con-
diciones similares a temperaturas más altas. Conforme la temperatura se acerca al cero
absoluto, la fracción de átomos del baño térmico que poseen la mínima energía de ex-
citación Iico0 tiende a cero, y en consecuencia, también lo hace el calor específico.

La temperatura de Einstein &E = hco0/fc se puede calcular fácilmente si se
conoce co0- Esta frecuencia natural de vibración se puede calcular a partir de la
masa atómica y las constantes elásticas observadas del cristal.2 Para muchos elemen-
tos metálicos, el valor calculado de esta manera es del orden de 100-200°K y, por
ende, la transición del comportamiento a bajas temperaturas al de altas temperaturas
debe ocurrir en este rango de temperaturas. Experimentalmente, se ha encontrado
qué la teoría de Einstein satisface las observaciones en todas las temperaturas, excep-
to las bajas, en donde el comportamiento de T3 observado no se puede obtener. Por
lo general, los valores calculados de &E y los que se obtienen aplicando la expresión
teórica (6.2-8) a datos observados, también concuerdan con bastante exactitud. Evi-
dentemente, la teoría de Einstein proporcionó una explicación mucho mejor de los
datos experimentales que la teoría clásica, a pesar de que la coincidencia con la
experiencia no es perfecta. La teoría de Debye, de 1912, permitió eliminar la discre-
pancia entre la teoría y los resultados experimentales a baja temperatura y mejoró la
aceptación general de los datos experimentales. En la teoría de Debye, se toman en

'¿ Véase el e;ipítulo 3, ejercicio 6.
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cuenta las interacciones entre los átomos que dan como r e s u l l a d u i|ne e x i s l a un
rango de valores posibles de frecuencia vibratoria en lugar do un solo valor < : • > , , ,
como se describió en el capítulo 3.

.

6.3 TEORÍA DE DEBYE SOBRE EL CALOR ESPECIFICO

La teoría de Debye sobre el calor específico, primeramente propuesta en
1912,3 consideraba a los átomos de los cristales como osciladores que están acopla
dos y que pueden propagar ondas elásticas cuya frecuencia varíe sobre un amplio
rango de valores, como lo predicen los cálculos del capítulo 3. Aunque todavía se
obtienen algunos resultados que son aproximaciones, se encontró que eran superini
al modelo de Einstein en lo que respecta a las predicciones sobre el calor específico
de substancias en la región de temperaturas bajas. Además, proporcionó una base
para varias investigaciones subsecuentes más detalladas.

Puesto que de acuerdo con lo anterior, lm_átqmos_jie]Lj^tal^o__YÍb_ran inde-
pendientemente unos de otros, es más conveniente trabajar con los modos normales
de vibración del sistema, que con el movimiento vibratorio de un solo átomo. Ya se
vio (en la sección 3.3 y el ejercicio 7, capítulo 3), que para una cadena lineal
unidimensional de N átomos, existen esencialmente N modos normales de vibración
En el caso de un cristal tridimensional de N átomos, cada átomo puede vibrai
independientemente a lo largo de las tres direcciones de las coordenadas, de manera
que, para este sistema, se tienen 3N modos normales posibles. Puesto que cualquier
movimiento vibratorio del sistema se puede considerar como una superposición de
vibraciones independientes de modo normal, los modqs normales se pueden tomai
como oscilaciones armónicas independientes cuyos niveles de energía permisibles es
tan dados por (6.2-1) y cuya energía promedio está dada por (6.2-4), a condición di-
que el número de modos normales excitados estén distribuidos en cuanto a energía
de acuerdo con la ley de distribución de Maxwell-Boltzmann.

Supóngase ahora que en un rango de frecuencia c/co alrededor de la frecuencia
co, existen g(cü)¿?co modos normales de vibración del cristal. En consecuencia, la
cantidad" £(co) debe representar el número de modos normales por unidad de IVe
cuencia a la frecuencia cu. El aumento de la energía vibratoria interna del cristal,
producido por estos modos de vibración, está dada por

dU = <e(o;)>0(co) dio (6.3-1)

en donde (e(co)> es la energía promedio de un modo de vibración de frecuencia (o,
según lo establece la fórmula (6.2-4). Es más conveniente calcular el número de
modos normales g(k)dk en un intervalo dk alrededor del número de onda k, y
puesto que dk — (dk/dcjo) dí¿ (6.3-1) se puede escribir como

dU = dk =
dk
— cita.
da)

Para calcular g(k), sea un cristal rectangular cuyas dimensiones son (LX,LVJ, )
y supóngase que el origen se encuentra en un vértice del cristal, y que los borde::
del cristal coinciden con los ejes +x, +y y + z. Las ecuaciones de movimiento de
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l.i a m p l i t u d ineeau í i a v i b r a t o r i a u(x,y,z,t), conduce entonces a soluciones v ib ra
lunas do la forma ; : ;

u(x,y,z,t) = (6.3-3)

Si a Jut.fixpresión (6.3-3) se aplican las condiciones periódica^ de frontera de la
1 ; > O :>r>! ".-.'".•. , . ' . • : , . . • V'.;, I'? f.V'> V ,A

'•'..•Mr-c ... :.; ,: •„•! ' . : , '; , , , - ; : .'• OVJ Í 1 ' /'...'rUfOj

??.-ni:Jn : ' . ... ' ; . . . u(Lx,y,z,t) = u(Q,y,z,t) . u ; - • • : • • • - } -h,;'..^;.^/
"!<->•,' í: --. i , . , -y, , ,;,,¡r x- - . ; : ' ,U O Í )

3:1"! l p ' "; n(x,Ly,z,t) = u(x,0,z,t) ' • - . • ' f (43«4)
.3r;¡ ^ • ' . : ; . < - ' . • ; • • - i ' , c / ^ , ^1?"

u(x,j;,L2,í) = w(x,>>,0,0 ' - " • • • .

cnioncos, es evidente que kxLx = 2nnx,kyLy = 2nny,kzLz = 2imz, o bien,

- : - ' - •• - kx = 2nnx¡Lx ^ . , . . . . . . . .
' ' - " ' • ' . . . • . . • u ' r ••••

• ; ; - • . - • • • q- ky = 2nny/Ly -..- v : v ,, .„ ,: r , (6.3-5)

^ -' - • "' " • • ; ' kz = 2nnJL2 ' ¡ :1-'- "' : i - -

ni donde «x,/7- l,J_ ^¿._s9n ^entero^_P°sitivos ° negativos. Los valores permisibles
(l^,ky,kz), a los cuales corresponde un solo modo normal de vibración que satis-
l . ieen las condiciones periódicas de frontera, se pueden granear como puntos en un
espacio (Je ortogonal, como el que se ilustra en la figura 6.2. Los modos normales
permisibles forman una red ortorrómbica simple en este espacio, siendo las dimen-
iiones de la célula unitaria (2-n/Lx, 2n/Ly, 2n/Lz~).

:.») u... • ' . - • . : • • ' ' • • i '

I '¿CVjíÍL.'i'.,

~.,lí'.'- Cl ^\i : ,

rlí!í V* • ; ' • • •

i-jo m;'1! . . . .
:loí\'v-;

.

l>.2. Superficies esféricas correspondientes a valores constantes de la constante de pro-
pagación k y k+dk, graneadas en un sistema de coordenadas (kx, ky, kz).

Aun. l'liynik 5'), 7K<) ( | < ) |

Si las dimensiones del cristal Lx, Ly, L son lo suficientemente grandes, la
ia se hará pequeña y los puntos que representan los modos normales

bles se amon tona rán en un modo muy semejante al d iagrama que aparece en



IXX Vibraciones reticulares y pntpieüadcs térmicas tic los ÍT/.V////C\a figura. 0.2. Lía este caso, se puede calcular g(k) dk, evaluando d volumen < l r l

espacio k entre la superficie esférica de radio k

= k2 (6.3-0)

que es el lugar geométrico de todos los puntos correspondientes al número de onda
k, y otra superficie esférica de radio k-\-dk, que es el lugar geométrico de todos los
puntos cuyo número de onda es k 4- dk. El volumen requerido es, sencillamente, el
comprendido entre las dos esferas de la figura 6.2 o 4nk2 dk. ELoúrnero^de modos
nonnjles_£ernmibl_es__se_ obtiene dividiendo esta cantidad entre el volumen de la
célula unitaria correspondiente a un solo modo normal del sistema. Este volumen es
$n3 /(LxLyLz) = 8n3/V, en donde Fes el volumen del cristal. Este procedimiento da
como resultado el valor . .', , ;

g(k)dk =
k2V
— j

Sin embargo, existen en realidad tres modos normales independientes para cada
punto permisible en el espacio k, uno correspondiente a una vibración longitudinal
(que ya se vio antes) y los otros dos que corresponden a dos vibraciones transver-
sales mutuamente ortogonales que, hasta ahora, no se han considerado en este aná-
lisis. Para tomar en cuenta esas posibilidades, el lado derecho de la ecuación anterior
debe multiplicarse por un factor de 3, lo cual da finalmente

3k2V
g(k) dk = —j- dk. (6.3-7)

En este punto, se desearía utilizar alguna relación como la (3.3-7) que expresa
la variación de k como una función de co para una red monoatómica, encontrando
dk/dcj y substituyendo los resultados junto con (6.3-7) y (6.2-4) en (6.3-2), e
integrando finalmente sobre co. Born y von Karman,4 fueron los primeros en deli-
near este procedimiento. Desafortunadamente, la forma matemática de la ecuación es
tal que la expresión resultante es demasiado compleja y no se puede integrar en
forma cerrada o manejarse numéricamente de un modo conveniente. Para contrarres-
tar esta dificultad, Debye aproximó la función sinusoidal (3.3-7) escribiéndola como
una función lineal:

co(/c) = v0k (6.3-8)

en donde v0 es una velocidad de fase (constante) la cual, en principio, es igual a la
velocidad del sonido de onda larga en el cristal. En realidad esto es, lo que indica (3.3-7)
con respecto a longitudes de onda lo suficientemente grandes para satisfacer la con-
dición ka<€n, pero Debye utilizó la función para describir el comportamiento de
todas las vibraciones que se pueden propagar dentro del cristal.

La integración sobre co indicada en (6.3-2) se realiza entre los límites cero y
una frecuencia máxima cow que se escoge de tal forma que el número total de
modos normales de frecuencia menores que com deben ser justamente 3N, ya que se
sabe que éste es el número real de modos normales que existen para un cristal de N
átomos.5 Existe un número de onda km correspondiente a com y todos los modos

4 M. Born 1. von Karman, Physikalische Zeitschrift 13, 297 (1912).
5 Si hubiera sido posible usar una expresión exacta para relacionar CO y k, la inti'unción se

hahría desarrollado dentro de los límites de la primera zona de Bnllouin. Esto 1i;ilirí:i j',;iranl;i-
/.a<!o t | i ie se hubiera satisfecho automáticamente, la condición de que el número d > l . i l de modos
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's para los (|iu- A • A,,, lienon frecuencias co<cow, de acuerdo con (3.3-7) o
( ( > t X). l'or lanío, i le l>e haber solamente 3./V modos normales de oscilación dentro de
u n , i i-slera de radio A:,,, en el espacio k. Puesto que el ,volumen del espacio A
ni upado por un solo modo normal es 8?r3/3F, se puede escribir

km =

|»oi lo cual, utilizando la aproximación de Debye (6.3-8),

a>m = v0km =

(6.3-9)

(6.3-10)

La variación de co en función de k, de acuerdo con la aproximación de Debye,
NO ilustra y se compara con el valor dado por (3.3-7) en la figura 6.3. En (6.3-10)

lisura 6.3. La verdadera relación de dispersión (curva continua) y la relación de dispersión
(curva punteada) de acuerdo con la aproximación de Debye.

•.e supone que la velocidad v0 es la misma para ondas elásticas longitudinales y
liansversales. Por lo general, esto no es cierto; pero la diferencia no es siempre lo
suficientemente grande para que afecte el resultado final de un modo significativo.

Si ahora se substituye (6.2-4) y (6.3-7) en (6.3-2), utilizando (6.3-8) siempre
( | I K - sea necesario expresar k en función de co, e integrando desde cero hasta com, se
obtiene

U =
eHo>/kT _

3hV f00

2^5 Jo

co3 dco
0H<o/kT

- 1

(6.3-11)

La integral del primer término anterior se evalúa fácilmente y origina en el
pimío cero un aumento de la energía interna el cual, por otra parte, es indepen-
dien (e de la temperatura y no modifica en nada el calor específico. La integral del
segundo término no se puede evaluar en forma exacta; pero se solucionará numérica
mrnlo.
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l'or lo general, se acostumbra expresar estos resultados en una forma a l ¡>
diferente. Si se hace que
* 0| ; p (.».;': >" .•:• • . ,.4i - Üjjfi

••>'/.• . v r x = h(0¡kT, ' f':¡, ' . : • - « • • í . i , ; (6.3-J2

Jf» =

y

k k \ ]

entonces, (6.3~i^) se puede escribir en la forma

(6.3-13)

(6.3-14)

U = ? NkQ + 9NkTÍ^\ x3 dx
ex-l (6.3-15)

Como se puede ver, el parámetro 9 tiene las dimensiones de la temperatura y
desempeña el papel de una temperatura característica en (6.3-15) más o menos en la
misma forma que lo hace la temperatura de Einstein en (6.2-8). 0 se conoce gene-
ralmente como la temperatura de Debye. Por supuesto, es independiente de la tem-
peratura excepción hecha de la ligera variación de temperatura introducida por el
cambio de V y de v0 al cambiar la temperatura.

Al derivar (6.3-11), con respecto a la temperatura, se puede determinar la
capacidad térmica y se demuestra fácümente que el resultado es

C,, =
3fi2V

2n2v3kT2
= 9Nk

10/7 x V dx

(ex - I)2
(6.3-16)

La integral de (6.3-16), que es una función exclusiva de Q/T, se puede evaluar
de un modo numérico dando una función cuya gráfica se ilustra en la figura 6 4
A altas temperaturas 7>0 y el término exponencial de la expresión central de
(6.3-16) se pueden ampliar al igual que se hizo en relación con (6.2-8), obteniéndose
una expresión que se puede integrar fácilmente; a continuación, usando (6.3-10) se
puede demostrar que se obtiene el resultado clásico Cv = 3Nk. A bajas temperaturas,

6.4. I .» capacidad tc-rrnica de un sólido monoatómico aislador, de aeucr.ln .-..„ I., leoríi
de Debye, j - i a l i r a d a en función de la variable de l e m p e n i l u r a rednr i . l ; , /'/< •>

i - i i la expresión del lado deieclio de (6.3-15), el límite de la integral se acerca a
I n l l m l o y, por los métodos de integración de contorno, se puede demostrar que la
Inlcp.ral definida resultante es igual a ?r4/15, dando

noíic

Db^e l~l ^C^-^-yv/c,'^3 (T«0). "';!,% (6.3-17)
ibón?

Esto se conoce como la "Ley J3 de¡.Debye" y sus,predicciones sobre los
i . i loies específicos en la región de temperaturas bajas concuerdan aceptablemente con
Im dalos experimentales obtenidos con muchas substancias.

líl valor de la temperatura de Debye se puede calcular a partir de (6.3-14), u
oliicnersc experimentalmente seleccionando el valor de 0 con el que se obtenga la
mayor concordancia entre los datos experimentales y la expresión teórica (6.3-16).
I os valores calculados y los determinados de un modo experimental están casi siem-
I M C ile acuerdo en el caso de substancias que obedecen las suposiciones hechas de
«cnerdo con la teoría de Debye. Para los elementos metálicos más comunes, la
irmperatura de Debye se registra generalmente en el rango de 150-450° K. Seitz6

l ' iesenta una tabla de temperaturas de Debye y un análisis detallado de la concor-
dancia entre los valores de la temperatura de Debye, calculados y determinados de
un modo experimental.

lin un cristal, en el que los átomos no son todos idénticos, por ejemplo, el
N. iCI , se pueden excitar vibraciones elásticas pertenecientes a modos ópticos o acús-
l n o s , y los resultados calculados mediante este procedimiento ya no se pueden
.i |>hcar directamente en los cristales de este tipo. Sin embargo, los modos acústicos y
los ópticos se pueden utilizar por separado. Los modos acústicos se pueden manejar
mediante el procedimiento anterior, mientras que la variación de co con k para los
modos ópticos es, como lo ilustra por ejemplo la figura 3.11, tan pequeña, que gene-
ialmcnte se obtiene una aproximación bastante buena al considerar los modos óp-
tiros como vibraciones de una sola frecuencia dada por (3.4-10). Los modos ópti-
i os se pueden tratar mediante el método de Einstein, desarrollado en la sección
mi tortor y los valores aportados por los modos óptico y acústico se combinan para
dai la capacidad calorífica total del cristal. Blanckman, 7> 8 estudió con cierto detalle
i'slas y otras modificaciones de la teoría primitiva de Debye, y llegó a la conclusión
de (|ue en ciertos casos específicos, el procedimiento de Debye puede llevar a errores
notables y que en tales circunstancias, es mejor usar el procedimiento más exacto de
Morn-von Karman.

Se suele pensar que una substancia metálica posee un gran número de elec-'
I 1 oí íes libres que pueden servir para producir en el metal un flujo de corriente al!
.i|il¡carle un campo eléctrico, lo cual explica la gran conductividad eléctrica de losí
niélales. Tomando esto como base, se podría esperar que los electrones libres adqui-
Mr ían una energía cinética adicional cuando el cristal está cerca de una fuente !
térmica externa y que debido a ello habría un aumento notable en el calor especí-'
lico. En realidad, y contrario a lo esperado, este aumento es tan pequeño que se
puede pasar por alto a temperaturas mayores de aproximadamente 5° K. Por debajo
de esta temperatura, en los cristales metálicos se puede distinguir una variación lineal
del calor específico con respecto a la temperatura, que se debe efectivamente a los
electrones libres. La explicación de este comportamiento peculiar del calor específico
electrónico se dará en el análisis detallado que hace en el capítulo siguiente.

6 !•'. Seitz, Modern Theory of Solids, McGraw-Hül Book Co., Inc., Nueva York (1940),
|i¡i>¡in:is 110-111.

7 M. Blackman, 7.. Pliysik 86, 421 (1933).
x M. W í i c k i n a i i , l'roe. Roy. Soe. 148, 384 ( l < » 3 5 ) ; I5<), 416 ( I ' ÍT / )
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Hasta ahora el calor específico de materiales sólidos se ha estudiado en reía
ción con osciladores armónicos cuánticos y la energía interna se lia calculado deter-
minando el número de osciladores que hay en promedio en cada estado energético
permisible. Si las vibraciones de la red se pueden tratar de este modo, entóneos
deben existir cuantos de energía vibratoria emitidos o absorbidos cuando ocurran
transiciones entre un estado cuántico y otro. Uno de los resultados de la mecánica
cuántica del oscilador armónico es que, a una aproximación de primer orden, las
transiciones ocurren sólo entre estados adyacentes del sistema;9 en otras palabras, en
tales transiciones, el número cuántico del oscilador puede cambiar sólo por ± 1 . De
acuerdo con esto, el cambio de energía Ae del oscilador correspondiente a la energía
del cuanto que se absorbe o emite, debe ser

Ae = hco = ±h(o (6.4-1)

en donde cu es la frecuencia del oscilador. El signo más de (6.4-1) se relaciona con
la absorción y el signo menos con la emisión.

Un cuanto de energía acústica de esta índole se denomina comúnmente fanón,
para guardar cierta analogía con el término fotón usado para un cuanto de energía
electromagnética. Un fonón se parece al fotón en que se debe considerar como algo
que tiene características tanto de onda como de partícula; de hecho, es muy posible
tratar la interacción entre dos fonones o entre un fonón y un electrón, como una
"colisión" de dispersión entre dos partículas. En efecto, el resultado de Debye para
el calor específico se puede obtener considerando las vibraciones reticulares del cris-
tal como un gas de fonones. Puesto que los fonones son partículas no distinguibles,
se debe utilizar la función de distribución Bose-Einstein para describir la distribución
de partículas entre los estados energéticos del sistema y, dado que el número de
fonones del sistema no es constante con respecto a la temperatura, la forma que
toma la función de distribución es (5.6-9), en donde a = 0.

El número de fonones en el rango de frecuencias dcj, alrededor de co (corres-
pondiente a un rango de energía de alrededor de e = hco) es, entonces,

N(CÜ) da> -
g(co) dco

e*<olkT _ ' J (6.4-2)

en donde g(a>) du> es el número de vibraciones normales posibles del sistema dentro
del rango du) alrededor de GJ. No obstante, en (6.3-2) y (6.3-7), ya se sabe que

dco
(6.4-3)

Utilizando la aproximación de Debye (6.3-8) para expresar k y dk/dc¿ en
función de w (6.4-2) se convierte en

A7/ x , 3K co2 dco
N(co) dco = —5-5 -5^ - -

¿11 UQ c — i

'' l';ir;i una derivación de esta regla de selección véase R. B. Lcighton, I'r¡mi/>lf\
riiyxit-s, Mí - í Jn iw l í i l l Book Co., Inc., Nuov;i York ( l < > 5 ( > ) , p:í¡'in:is 2 1 1 222.

(6.4-4)

F /'/.V/H//I.V/VÍI; Itrinica </<• los üólülos I'M

N a n í l l e n l o de la ci ici i ' . ía in te rna correspondiente al rango de frecuencias </co
i i l i r d c d o r de oj es, simplemente, la energía cuántica hco multiplicada por el número
• le ( n an to s que haya en ese rango de frecuencias. Por tanto,

8bflOQ2íiTSí.i.
;>'.i¡iv.¡~ •••. <

dU = e(co)N(co) dco = hcoN(co) dco

3HV to3 dco
tt<o/kT (6.4-5)

Al integrar sobre todas las frecuencias permisibles desde cero hasta la frecuen-
1 1 , 1 máxima de Debye com, se obtiene directamente el resultado (6.3-11). Por supues-
l n . el término de energía de punto cero no se obtiene cuando la energía interna se
i n l i nía en esta forma, ya que la energía de punto cero no está relacionada de
inii | ' ,ún modo con la distribución de los fonones. Sin embargo, este término no
modifica el calor específico y los dos métodos conducen al mismo valor (6.3-16) del
i'iilor específico; dicho resultado es de interés físico y accesible a la medición. En
consecuencia, el sistema se puede tratar como un conjunto de osciladores armónicos
distinguibles que obedecen a la estadística de Maxwell-Boltzmann o bien, como un
HIIN de fonones o cuantos de energía vibratoria, que no son distinguibles, y que
obedecen a la estadística de Bose-Einstein.

6.5 EXPANSIÓN TÉRMICA DE LOS SOLIDOS

La representación de un sólido como sistema de átomos que tienen la libertad
para vibrar alrededor de un arreglo periódico de posiciones de equñibrio, desarrollado
en las secciones anteriores, basta para explicar el comportamiento observado del
cnlor específico y, también, es suficiente para entender la expansión térmica de los
.olidos. No obstante, en este caso se encuentra que si los átomos del cristal son
••imples osciladores armónicos ideales, no puede haber una expansión térmica en
absoluto, de acuerdo con el pensamiento de la mecánica clásica ni la cuántica, y que
el efecto total de la expansión térmica de un cristal real depende de la inarmonía de
las vibraciones de la red.

Este resultado se puede comprender cualitativamente considerando la energía
potencial de interacción entre átomos cercanos, que debe tener la forma de una
función de la distancia interatómica, como se ilustra en la figura 6.5. El mínimo en
la curva de energía potencial, en B, es la posición clásica de equilibrio del átomo en
cuestión cuando está en reposo. Si las fuerzas interatómicas fueran tales que el áto-
mo al activarlo por excitación térmica vibrará alrededor de su posición de equi-
librio, como un oscilador armónico clásico ideal, entonces la curva potencial sería una
parábola perfecta cuyo vértice se ubicaría en B. En un "pozo" de potencial de esta
naturaleza, el átomo ejecutaría vibraciones armónicas alrededor del punto de equi-
librio B, las excursiones máximas a partir de dicho punto de equüibrio en ambas
direcciones serían iguales, y la distancia interatómica promedio (x) sería igual a la
constante de red a temperatura cero, a. Así pues, no habría ninguna expansión
lermica en absoluto.

Sin embargo, en realidad, el cristal se desintegra al aplicarle una cantidad finita
de energía y, por tanto, el pozo potencial en el que vibran los átomos debe tener
aproximadamente la apariencia que se ilustra en la figura 6.5. En este caso, aunque
es casi paraból ico alrededor del pun to mín imo li, el verdadero po/,o se desvía cada
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al oscilador ideal armónico

Energía potencial del átomo

-— cuantieos permitidos
del oscilador inarmónico

Figuia 6.5. Representación de la energía potencial de un solo átomo del cristal en función del
espaciamiento interatómico, ilustrando el papel de la componente inarmónica en la
expansión térmica.

vez más de la forma parabólica conforme aumenta la distancia que lo separa del
punto mínimo. Si el átomo tiene una energía e0, como debe ser, de acuerdo con el
cuadro clásico, deberá vibrar entre los límites de amplitud extrema A y C, siendo las
vibraciones de naturaleza más bien inarmónica. No obstante, la distancia DC entre la
posición de equilibrio y la posición de máxima extensión es ahora mayor que la
distancia AD entre la posición de equilibrio y la posición de máxima compresión.
La distancia interatómica promedio <x> es, por tanto, mayor que la constante de red
a temperatura cero y se observa una expansión térmica. Se puede demostrar que esta
observación clásica del efecto lleva a la conclusión de que la expansión térmica
(v> - a es directamente proporcional a la temperatura o que el coeficiente de expan-
sión térmica c?((x> - a)/dT es independiente de la temperatura. Esto concuerda bas-
tante bien con lo observado en la mayoría de las substancias, en el rango de
temperatura ambiente o un poco por encima de ella.

No obstante, a temperaturas bajas, el coeficiente de expansión térmica obser-
vado en la mayoría de los materiales se hace mucho más pequeño que el valor
clásico y, en efecto, tiende a cero conforme la temperatura absoluta se acerca a
cero. También aquí la representación clásica se hace inaplicable y los átomos del
cristal deben considerarse como osciladores cuánticos y no como clásicos. Para calcu-
lar la expansión térmica, primero se debe resolver la ecuación de Schrodinger utili-
zando un potencial inarmónico (por lo general basta con modificar el potencial
armónico (4.12-6) mediante la adición de un término cúbico en x) para obtener los
niveles energéticos en y las funciones de onda correspondientes a este potencial
modificado y, a continuación, se debe encontrar el valor esperado (x)M para cada
estado energético permisible según (4.8-11). Entonces, la distancia interatómica, pro-
mediada sobre una distribución de Maxwell-Boltzmann, debe escribirse (en analogía
con (6.2-1)) como

(6.5-1)

Conducíit'idad térmica reticular de loa sólidos l*>5

rn donde la suma se loma sobre todos los niveles de un oscilador inarmónico. Los
detal les de este procedimiento son muy complejos y no se presentarán aquí. El
coeficiente de expansión térmica calculado mediante este método se acerca a cero y
concuerda aceptablemente con los experimentos sobre un amplio rango de tempe-
raturas.
•

6.6 CONDUCTIVIDAD TÉRMICA RETICULAR DE LOS SOLIDOS

La conducción de calor en los sólidos es un proceso en el que las vibraciones
de red desempeñan también un papel importante. En los cristales metálicos en los
que se tienen grandes concentraciones de electrones libres, éstos hacen aumentar
notablemente la conductividad térmica y, en efecto, constituyen el mecanismo prin-
cipal para el transporte de energía térmica a través del cristal. El estudio de la
conductividad térmica electrónica en los metales se facilita realizándolo a la luz de la
teoría del electrón libre de los metales y, por tanto, se pospondrá hasta un capítulo
posterior. Sin embargo, en substancias no metálicas, el transporte de calor a través del
cristal se debe exclusivamente a las vibraciones de la red.

La conductividad térmica se define generalmente como una situación de flujo
térmico unidimensional, en la que hay una diferencia de temperatura AT sobre una
distancia Axr, originando un flujo de calor AQ, en una superficie A dentro de un
tiempo Ai. La conductividad térmica es el coeficiente de proporcionalidad entre el
(lujo de calor por unidad de área y el gradiente de temperatura. De acuerdo con
esta definición, se puede escribir

r _ - _
qx ~ A Ai Ax

(6.6-1)

en donde K es el coeficiente de conductividad térmica y Jqx el flujo de calor por
unidad de área o la densidad de corriente térmica. El signo menos es obligatorio, ya
que K se considera como una cantidad positiva; pues, con un gradiente de tempe-
ratura positivo se obtendría una corriente térmica negativa. Si se conserva la energía
térmica, la corriente térmica debe obedecer siempre a la ecuación de continuidad de
la forma

V - J f l =
dx dt

(6.6-2)

Si se combinan (6.6-2) y (6.6-1), se puede ver fácilmente que la temperatura
(y, por ende, la energía térmica por átomo) debe obedecer a una ecuación dife-
rencial de la forma

K32T

c,, dx2

8T

~8t'
(6.6-3)

il;

Esta ecuación diferencial parcial es esencialmente la misma que la ecuación que
describe el transporte por difusión de partículas móviles en un medio en el que
existe un gradiente de concentración. Difiere de la ecuación para la propagación
radiactiva ( ' . í . l - 1 2 ) en que el lado derecho es la primera derivada con résped o ;il

) y I H > l . i ugunda derivada. Sus soluciones caracter ís t icas t ienen un c o m p o r t a -
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adelante en un capítulo posterior.
En un sistema compuesto de osciladores armónicos ideales, los diversos modo:;

normales de oscilación del sistema son completamente independientes los unos de
otros, no existiendo en absoluto ningún acoplamiento entre los diferentes modo::
normales de vibración. Si se excita un modo normal dado de dicho sistema, ésle
vibrará en forma estable en ese mismo modo normal durante un periodo indefinido
En un sistema de este tipo, la energía de vibración se propaga directamente por
radiación acústica en lugar de hacerlo por un proceso mucho más lento que se
asocia con la conducción térmica. Así pues, la energía fluye a través del sistema con
la velocidad del sonido, y no existe un mecanismo mediante el cual se pueda hacer
aleatoria esta energía y mediante el cual se crea una resistencia térmica, de modo
que la conductividad térmica del espécimen es esencialmente infinita. Estas observa-
ciones son aplicables a los osciladores cuánticos al igual que a los osciladores clá-
sicos. Este estado de cosas se puede describir en función de los fonones mediante la
proposición de que los fonones correspondientes a diferentes vibraciones armónicas
de modo normal no interactúan entre sí en absoluto —o que su sección transversal
de interacciones mutuas es cero.

Si se introduce una pequeña inarmonía en dicho sistema, se produce un aco-
plamiento entre los diversos modos normales. En este caso, si en un principio se
excita un solo modo normal, la energía que inicialrnente pertenece a este modo se
transferirá gradualmente a otros modos normales que pueda tener el sistema y, así,
quedará aleatorizada. En el lenguaje de los fonones, se puede decir que los fonones
que representan las diferentes vibraciones de modo normal del sistema, interactúan
(o chocan) unos con otros. En otras palabras, un grupo de fonones correspondientes
a un solo modo normal del sistema armónico interactúan (o dispersarán unos a
otros) de tal forma que, después de cierto tiempo, las cantidades de movimiento de
cada fonón y sus direcciones de propagación cambiarán de una manera esencialmente
aleatoria. La distribución de los fonones se convierte así, en una distribución que
representa una selección más o menos aleatoria de los modos normales del sistema,
dentro de las restricciones impuestas por la conservación de energía y la cantidad de
movimiento en las interacciones individuales.

De acuerdo con esto, es evidente que la conductividad térmica sería infinita,
de no ser por la inarmonía de las vibraciones de red. La fuerza de la componente
de inarmonía del potencial interatómico es, por tanto, un factor primordial en la
determinación de la conductividad térmica. Puesto que la magnitud de la inarmonía
aumenta de acuerdo con la amplitud de vibración, es de esperarse que la conducti-
vidad térmica disminuya conforme se incrementa esta amplitud, llegando a una re-
ducción de la conductividad térmica de la red al aumentar la temperatura. Este
efecto se observa de un modo muy general en los experimentos efectuados a tempe-/
raturas lo suficientemente elevadas. Una medición inversa de la fuerza de la interac-
ción inarmónica entre los átomos de cristal, está dada por la distancia promedio que
un fonón puede recorrer entre las colisiones aleatorizadoras o fenómenos de disper-
sión en que intervienen otros fonones. Esta distancia se conoce como la trayectoria
libre media para las interacciones fonón-fonón y la conductividad térmica de los
sólidos se puede entender con mayor facilidad sobre una base cualitativa en términos
de la trayectoria libre media. En secciones posteriores se tendrá la ocasión de anali-
zar la trayectoria libre media de un modo más preciso y en una forma cuantitativa.

La conductividad térmica de los sólidos se comprenderá con mayor claridad
considerando al cristal como un recipiente que encierra un "gas" de fonones. Pri-
mero se desarrollará una fórmula para la conductividad térmica de un gas monoató-
mico ideal y luego se examinará cómo se puede aplicar a la red de un sólido
c r i s l a l i n o . l ; n p r imer l u i - a r , se debe d e f i n i r «1 número de par t ícu las d < - un )'.a\l

W ('nndiu-lh'idad térmica reticular de los sólidos l*)7

i j i i e t i enen una velocidad en el rango de dv alrededor de v, que cruzan un elemento
ilc .uea dS por un idad de tiempo, desde una dirección que queda dentro del rango
¡ i i i j ' i i l a r dO alrededor del ángulo polar d. Esta cantidad es la mitad del número
d m i r o del rango de velocidad en el interior de una columna cuya sección transversal
es ilS eos O (que es la proyección del área dS sobre un plano normal a la dirección
i ' I ( |ne queda a una distancia de v centímetros del elemento de área propiamente
illel io. Esta situación se ilustra en la figura 6.6. El factor un medio se incluye
|ioii | i ie, en promedio, sólo la mitad de las partículas dentro de la columna que va a
lo largo de la dirección 6, están encaminadas hacia el elemento de área, y el resto
va en dirección opuesta. Si n(v~) dv es el número de partículas por unidad de volumen
que tienen la velocidad dentro del rango v alrededor de v, entonces, el número que
ciu/.a el elemento de área es

dn = n(v) dv
4n sen 6 d8

dS eos 9 = $vn(v) sen 9 eos 9 dv d6 dS. (6.6-4)

El factor asociado con sen 6 anterior representa la relación del ángulo sólido
subtendido por d6 alrededor de 6 y el ángulo sólido 4n subtendido por todo el
espacio; es evidente que ese factor debe aparecer también en la expresión. Si se
Integra sobre v utilizando la distribución Maxwell-Boltzmann (5.4-14) (y recordando
que la distribución de velocidad es independiente de 6>), se obtiene

n(0) d9 sen 9 eos 9 d9 dS (6.6-5)

• on c dada por (5.4-20), como el resultado deseado.
En este punto conviene hacer notar que el problema de la conducción térmica

Meiupre implica un flujo de energía y un gradiente de temperatura, es decir que el
Msiema en cuestión nunca se encuentra en un estado de equilibrio térmico. Por esta
i.i/.ón, no es estrictamente correcto utilizar las funciones de distribución estadística
• pie se aplican a sistemas en equilibrio. Sin embargo, si el gradiente de temperatura
del sistema es tan pequeño que la variación fracciona! de la temperatura absoluta
.obre una trayectoria libre media es reducida, se justifica el uso de la distribución en
equilibrio como una aproximación. En todo caso, el problema se limitará aquí al

estudio de sistemas de esta naturaleza. La cuestión del uso de distribuciones esta-
dísticas en sistemas que no están en equilibrio, se examina en el siguiente capítulo.

6.6. Geometría tic partículas que Huyen a través de un plano, usadas en el cálculo de la
succión í>.().



n-ririn-us iii- lo

Por lo pronto, considerase la situación i lustrada cu l;i l i r n , a (, / Si- supon,-
que existe un gradiente de temperatura a lo largo del eje A- cíe lal manera que las
partículas en el origen tienen una energía promedio e y las que se encuentran a un-,
corta distancia hacia la izquierda tienen la energía promedio e 4-Ae Supóngase

"/en r^r^ * m ****** l del «S^* -de su
eTnansL de Sví i ̂  T ^ Se Pr°dUCe 6n ese lu§ar" De acuerdo con Jaexpansión de laylor, la energía de esta partícula es

( oiHluctivtilaü icrmiai ri'iicuiar </<• ios sonaos

. de fc
e + Ae = £ + — Ax = e -f (/ eos 6) -.

ax dx (6.6-6)

Por supuesto, para esta partícula se tendrá otra que va en dirección opuesta v
que transporta e energía desde el origen hasta el punto inicial de la primera par
ticula El transporte neto de energía es Ae = (/eos 0)0e/fc), y, puesto qTelvalor
promedio de / es simplemente la trayectoria libre media en t re las collones

nda:?'iel rrf net°de energía pde las longitudes de trayectoria /, es

—.
dx (6.6-7)

nmH, P*rtículas ™n un Án^l° P<&* &, de acuerdo con (6.6-5) y (66-
produce un flujo neto de energía AF por unidad de área, en donde '

se

Ae • n(0)
T- eos2 e sen 6 ¿0. (6.6-8)

Al integrar sobre el ángulo polar 9 entre los límites de O y •n se puede ver
fácilmente que el flujo total de energía debe ser &c\) No obstante de

tibien al ¡T?^" ** í C°nduCtMdad té™> * ¿6-1), esto «ír igualtambién a A (óf/dx). De acuerdo con esto,

~
dx

-o— = - nc/i --
dx 3 dTdx' (6.6-9)

lo cual ,
•V
ni».. v... . , , .

n;>. c '>¡ip'í hy, -jl<

>¡^j i . •d 'vof1 SÍi h OJ
(6.6-10)

(U donde, por definición, el calor específico cv es n(9e/3T).
Este resultado, que se acaba de derivar para un gas ideal de Maxwell-Boltz-

i i i , n i n , es aplicable también a una distribución de fonones, a condición de que se
inlm%cntienda que la velocidad ¿T se refiere a una velocidad promedio de fonón, esto
o», a una velocidad promedio de sonido dentro del cristal. [Se recordará que la
il lNli ibución de Boltzmann se utilizó sólo para velocidades promedio al obtener
( < i < > 5).J Entonces, de acuerdo con (6.6-10), el problema de determinar la conducti-
v idad térmica de red se puede reducir esencialmente a la determinación de la trayec-
luna libre media de los fonones en el cristal, ya que la velocidad del sonido y el
i u lor específico se pueden medir o calcular con facñidad. Desgraciadamente este
pioblcma no es tan sencillo. Reproducir el trabajo comprendido en su cálculo queda
más allá del alcance de este libro. Peierls,10 fue el primero en resolver este pro-
lilnua, y encontró que X es proporcional a 1/T a temperaturas elevadas y a e®!2T a
irmpcraturas bajas. De acuerdo con esto, la conductividad térmica se deberá hacer
li i fui i lamente grande conforme la temperatura se acerca al cero absoluto, ya que el
inmlucto de cv y X divergirá al infinito en este límite. Sin embargo, en realidad, a
temperaturas muy bajas la trayectoria libre del fonón deja de estar limitada por las
Interacciones fonón-fonón y se ve limitada, por el contrario, por la dispersión de
limones mediante impurezas e imperfecciones en el cristal o bien, en cristales muy
puros, por las superficies de la misma muestra de cristal. ¡En este último caso, se ha
encontrado que la conductividad térmica del cristal es una función del tamaño de la
muestra! En cualquier caso, la trayectoria libre media tiende a un límite finito
uniforme T se acerca a cero, y la conductividad se acerca a cero conforme T. tiende
,i cero, debido al hecho de que cv se desvanece en el límite de la temperatura cero.
Millonees, al incrementarse la temperatura la conductividad térmica aumenta de cero
,i cierto valor máximo y luego disminuye conforme la temperatura se incrementa
mas todavía. Este comportamiento cualitativo se ha observado, efectivamente, de un
modo experimental en la mayoría de los casos y las magnitudes de los valores
ralculados (6.6-10) a partir de los valores calculados de X, concuerdan con los datos
experimentales en el orden de magnitud. Casimir11 fue el primero en estudiar el
electo de la dispersación a través de las fronteras del cristal, y Klemens12 fue quien
trató detalladamente el efecto de ciertos tipos de imperfecciones.

EJERCICIOS

1. Demuestre de un modo explícito, utilizando la estadística de Maxwell-Boltzmann, que l¡i
energía promedio de un oscilador armónico clásico tridimensional es sencillamente tres veces la
ile un oscilador armónico clásico unidimensional a la misma temperatura y que, por tanto, no
importa si el cristal de TV átomos se considera como un conjunto de N osciladores tridimensio-
nales o bien, como 3N osciladores unidimensionales.

2. Calcule, por el método de Debye, la capacidad calorífica de una red cristalina periódica
Imlimensional que contiene N átomos idénticos, y demuestre que a temperaturas bajas, la capaci-
ilad calorífica varía con la temperatura como T2. ¿Cuál es el límite en alta temperatura para la
i ¡ipacidad térmica?

10 R. Peierls, Ann. Physik 3, 1055 (1929).
u II. B. G. Casimir, Physica 5, 495 (1938).
12 P. G. Klemens, Proc. Roy. Soc. A208, 108 (1951).
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,\. Calcule la temperatura de Deliyo (") para (a) i l i i i íuai i lc , ( h ) j ' , nn i an ¡ i> , ( i ) colm- \) plomo, y compare sus resultados con los valores publicados derrados de- los da los c\\>< n

ni en tales de la capacidad térmica.
4. Utilice la relación de Planck para expresar la energía de un folión cu relación (-011 su

frecuencia y la relación de De Broglie para expresar la cantidad de movimiento cu función < l r i
número de onda; encuentre una expresión para la "masa" equivalente de un fonón de c n c i i ' i i
térmica promedio a 300° K, y compare este valor con la masa electrónica. Puede suponer que A
es tan pequeña que se puede hacer caso omiso de los efectos de dispersión.

5. Demuestre que el valor promedio (x)n de la amplitud de un oscilador armónico cuan
tico, en el «ésimo estado de energía, es cero.

6. Utilice las leyes de la termodinámica para demostrar que la diferencia entre el calm
específico de una substancia a presión constante y a volumen constante está dada por

f

9a2 VT

Aiso

V 'en donde Oí es el coeficiente lineal de expansión y -STjSO es la compresibilidad isotérmica
(dV/dP)-j>. Nota: Observe que, de acuerdo con las relaciones de Maxwell (dS/dP)f = —

7. Sea un conjunto de N sistemas idénticos que tienen sólo dos niveles de energía, a las
energías cero y €Q. Suponiendo que los sistemas son distinguibles, encuentre (a) la energía
interna del conjunto, (b) la capacidad térmica, (c) las expresiones aproximadas para la capacidad
térmica en los límites de temperatura alta y baja. Grafique la capacidad térmica en función de la
temperatura.

8. Para el conjunto de sistemas que se vio en relación con el ejercicio 7, demuestre que la
capacidad térmica alcanza un valor máximo a una temperatura 7"0 para la que

je tanh x = 1

en donde x = €Q/2kT. Demuestre también que la capacidad térmica a esta temperatura está dada
por

c, (máx) = Nk (x20 - 1) t

en donde x0=e0/2kT0. Las contribuciones a la capacidad térmica de sistemas de esta natura-
leza, se encuentran con frecuencia a temperaturas bajas en substancias paramagnéticas y se cono-
cen también con el nombre de anomalías de Schottky.

9. De acuerdo con la expresión de la mecánica cuántica e= (-§ +nx +ny +nz)ÍKj00 (en
donde nx, ny y nz pueden ser cero o enteros positivos) para los niveles de energía de un
oscilador armónico tridimensional, demuestre, en el límite de las energías grandes en donde
e^ÍTCJo y de^faúQ, que el número de estados cuánticos dentro de un rango de alrededor de la
energía e, está dado por g(€)de = e2de/2(fajtJO)3.

10. Utilice el resultado del problema 9 para demostrar que la expresión (e) = 3kT para la
energía promedio de un oscilador armónico clásico tridimensional de un sistema cuyos miembros
están distribuidos en energía de acuerdo con la ley de Boltzmann, se puede obtener sencilla-
mente evaluando la expresión

) de

£) de

Compare críticamente los aspectos físicos de este método y el que se utilizó para obtener el
mismo resultado en la sección 6.1.
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